
,Rematgue 
Ces résultats signifient que : 
• lorsque a> 1 et a> 0, la suite (an] tend vers + oo « plus vite» que la suite (n°}; 
• lorsque a> 0, la suite (nr.x] tend vers+ oo « plus vite» que la suite {Inn). 

Exemples 

• On a : lim Inn == 0 et lim [n == + oo. 
n ➔ +"" n2 n ➔ + 00 Inn 

3n - zn 
• Calculer la limite de la suite (un)n E ~ de terme général : un == ---

3n + zn 

On a : \;;/ n E N, un== 
1-(+r 
1 + (~r 

Or : lim ( 23 )n == 0 ; donc : lim un == 1. 
n ➔ + oo n ➔ +oo 

• Calculer la limite de la suite (vn)n EN de terme général : en == n3 - 2n-2. 

3 
On a: \;;/ n E N, v11 == zn(;n - 4). 

3 
Or : lim zn == + oo et lim nn == 0 ; donc : lim v == - oo. 

n ➔ +oo n ➔ +oo2 n ➔ +oo" 

iiLi::J.:~ , Propriétés de comparaison 
Les propriétés de comparaison concernant les fonctions sont applicables aux suites. 

~ Soit (un) une suite. 
• S'il existe une suite (v ) telle que u ~ v à partir d'un certain rang et si lim v

11 
== + oo, 

n n n n ➔ +oo 

alors lim u, == + oo, 
n ➔ +oo I 

• S'il existe une suite (v ) telle que uns; v à partir d 'un certain rang et si lim v" == - oo, 
n n n ➔ +~ 

alors lim u = - oo, 
n ➔ +oo n 

L'expression « un 2". vn à partir d'un certain rang» signifie qu'il existe un entier naturel n
0 

tel que : 
\;;/ n EN, n 2". n0 ⇒ un 2". vn. 

Exemple 
Soit (un)n E I'.! la suite de terme général : un= n2 + sinn. 
On a : \;;/ n E N, u ~ n2 

- 1 et lim (n2 - 1) == + oo ; donc : lim u == + oo, 
n n ➔ + oo n ➔ + oo Tl 

Soit (u
11

) une suite et l un nombre réel. 
• S'il existe deux suites (v

11
) et (w

11
) telles que V

71 
s; U

71 
s; wn à partir d'un certain rang 

et si lim v n = lim w 
11 

= l, 
n ➔ +oo n ➔ +oo 

alors lim u
11 

= l. 
n ➔ +oo 

• S'il existe une suite (v,1) telle que I u,
1 

- l l s; v à partir d'un certain rang et si lim v" = 0, 
Il n ➔ +oo ~ 

alors lim u
11 

= l. 
n ➔ +oo 

La première propriété est souvent appelée « théorème des gendarmes ». 

Elle reste valable lorsque l'on remplace l par+ oo ou - oo. 
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Exemple 
-" 1 

Calculer la limite de la suite (vn)n E l'\l* de terme général : c11 = !; 
1 

n2 + k. 

Soit k un entier naturel tel que : 1 $ k $ TL 

1 
On a : n2 + 1 ~ n2 + k $ n2 + n ; donc : _ 1 ~ 

rr- - n n2 + 1 · 

~ 1 <,:. 1 "1 On en déduit que: 'i/ n EN*, L, --- • ---=--=- $ I. --- · 
ko\ n2 + n - ;: , rê- + k k-1 n 2 + 1 , 

c'est-à-dire : 'i/ n E N*, n < r: < n 
n2 + n - n - n- - 1 

Or: lim ( 2 n ) = 0 et lim { -n = 0 ; donc: lim vn = O. 
n ➔ +oo n +1 n ➔ + oo n- - n n ➔ +oo 

Soit (un) et (vn) deux suites conrergentes. 

Si u
11 

$ v
11 

à partir d'un certain rang, alors lim un$ lim vn. 
n ➔ +oo n ➔ +oo 

"'.'-'u-~ Image d1 urie suite par une fonction 
On admet la propriété suh-ante. 

Soit/une fonction , D1 son ensemble de définition et (un) une suite d'éléments de Df' 

Si lim un= a et lim. f (x) = l, alors lim f(u,) = l. 
n ➔ +oo .t'. ➔ a n ➔ +oo 

Exemple 

Calculer la limite de la suite (v
11

)n EN* de terme général : vn = ( 1 + ~Y, 
· Soit n un entier naturel non nul. 

Ona: 

Posons: 

Ona: 

1 vn = enln(l + ïïl. 

u11 = nln(1 + ~) 

Vn = f(un) ; 

lim u = lim 
n ➔ +oo n n ➔ +oo 

lim f(x) = e. 
x ➔ 1 

Donc: lim vn = e. 
n ➔ +oo 

R~~ 

etf:x~e-"". 

ln(1 + -¼) 
1 -n 

ln(l + x) 
=lim 
x ➔.O X 

= 1; 

Cette propriété peut être utilisée pour démontrer qu'une fonction n'a pas de limite. 

Ainsi, la fonction f: x ~ cos..!. n 'a pas de limite en O. 
X 

En effet, considérons les suites (an)n EN* et (b,)11 EN* de termes généraux : an = 2~n et bn = 1t J 2nn . 

Ces deux suites convergent vers O. 

Si la fonction f admettait une limite en 0, on aurait : lim f(an) = lim f(x) = lim f(bn). 
n ➔ + 00 x ➔ O n ➔ + oo 

Or: lim f(an) = 1 et lim f(bn) = -1 ; donc,fn'admet pas de limite en O. 
n ➔ +oo n ➔ + oo 
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c::. 2.3~ Limite d'une suite monotone 
On sait qu'une fonction croissante et majorée (ou décroissante et minorée) sur [a ; + 00[ admet une limi­
te finie en + oo, On a des propriétés analogues pour les suites numériques. 

• Toute suite croissante et majorée est convergente. 
• Toute suite décroissante et minorée est com-ergente. 

Remarques 

• Ces propriétés restent valables lorsque la - · ::, .:: ~ =t:J:mw.::e qu "à _oo..-tir d'un certain rang. 
• Elles permettent de démontrer l'existence èe ]a ...:.....:œ d"une 5Uite. sans en préciser la valeur. 

Exemples 
• Soit (un) la suite définie par : u0 = - ; et - n E , un+t = , u n+ 2 . 

On démontre par récurrence que la suite (un) est croissante et majorée par 2. 
On en déduit que cette suite est co!n-ergente. 

• Soit (vn)n EN* la suite de terme général : vn = t 
1 
l2 • 

On a : \;;/ n E N*, r:n+l - vn = ( 1 
)2 ; donc, la suite (vn) est croissante. 

n+l 

De plus : \;;/ k E N \ {O ; 1}. I2 s; k2 ~ k ; c'est-à-dire : I2 s; k ~ 1 - ! . 
Donc : \;;/ n E N*, vn s; 1 + ( 1 - ~) + ( ~ - ~) + •·· + ( n ~ 1 - ! ). 
On en déduit qué: \;;/ n E N~, vn s; 2 - ~ < 2. 

La suite (vn) est croissante et majorée par 2 ; donc elle est convergente et sa limite l est telle que : l s; 2. 

Leibnitz a essayé en vain de calculer la somme 1 + ! + ! + ... + ~2 + ... 

Bernoulli a démontré la convergence de la suite précédente et son élève Euler a démontré qu'elle conver-
1t2 

ge vers f3" 

Remarques 

• Toute suite croissante et non majorée a pour limite + oo, 

• Tou te suite décroissante et non minorée a pour limite - 00• 

2.a 

2.b 

Dans chacun des cas suivants, préciser la fonc­
tion f telle que un= f(n) , puis déterminer la 
limite de la suite (u n)n e N' 

} 1 b} u = 3n
2 

- 1 
a un = n - 1' + 1 ,, ( )2 • 2n + 1 

1 

c} u,. = n(e n - 1) 
ln(l + n) 

d} un = , 
1 + ✓n 

Soit (un)n e N la suite géométrique de premier 

terme 2 et de raison 1 · 
Étudier la convergence de la suite (un) et de la 

suite (vn) de terme général : v,. = i uP. 
p • l 

2.c 

2.d 

Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
limite de la suite (un)n e N' 

( 13)n a} u,. = 5 T b) un = 7(- 0 ,75)"+1 

c} un = 25 + ( tfn d} un = 25 - ( ! r 
n 2 n 3n 

e} un = 2" f} u,. = 4" . 

Dans chacun des cas suivants, utiliser les pro­
priétés de comparaison pour étudier la limite 
de la suite (u,

1
) 11 EN· 

a} un = cosn - n 

c} un = lnn + (- 1r 
b} un= n + (- l)"cosn 

d} u,. = (- 1)" - 3n 
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~ E xercices~//~ 

2.e 

J 
sinn3 

eu= - ­n 1 + n 

. ) n(l - cosn) 
g u -----

n - n2 + 1 -H 
... 

h, u = smn. .. -:, 

1. Soit (un)n e N la suite èe ,- , , .. général : 
n21t 

u ----
n - (n + 1)2 · 

a) Déterminer la lliciœ è.e œtte suite. 
b) En déduire la n ,-;:r èe !a suite (vn)n e 1'11 de 
terme général : c. = O)SU

11
• 

2. Dans chacun des cas sui,·ants, utiliser une 
méthode analogue pour déterminer la limite de 
la suite (v,)., E, dé:bie par son terme général. 

a) 
n 2 + 1 

b) V =ln~ V = 
(n + 1)2 n n n 

c) v n = 
1 (1 n2) 

n- lnn d) vn = exp ~ 

2.f 

2.g 

Soit (u,,)n e N la suite de terme général : 

u = i: (1..) 
n • · • p! . 

1. Démontrer par récurrence que: 

V n E IW, !, ~ 
2
;_1 . 

2. Démontrer que la suite (un) est croissante et 
majorée par 3. 
3. En déduire que cette suite est convergente. 

Soit (un) la suite définie par : 
u 

u0 = 1 et V n EN, u,,+1 = u2 : 2 • 
n U 

1. Démontrer que : V n E N, un+l < ,;: . 

2. En déduire la limite de la suite (u,,). 

Compléments sur: les -s_uite_s---~-
te:::=1.3.~_J L Suites définies par récurrence 
Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier les suites (un) définies par leur premier terme et une rela­
tion de récurrence du type un+l = f(un). oùf est une fonction. 

cw:Jr:~ Introduction 
Déterminer la limite de la suite (un) définie par: u0 = 1 et "ï/ n EN, un+i = un(2 - u4). 
Soit la fonction f: x 1---7 x ( 2 - ~ ) , (~ ) sa courbe repré-

sentative et (L\) la droite d 'équation y = x. 4 

• Construire sur (OI) les quatre premiers termes de la 
suite (un) et conjecturer la limite de cette suite. 

• Démontrer par récurrence que (un) est croissante et 
majorée par 4. 
En déduire que (un) admet une limite l telle que : Z ~ 4. 

• Démontrer que: l = z(z - J). 
( 1 1 1 ( u4n) .J On pourra uti iser a re ation : un+l = un 2 -

• En déduire que : l = 4. 

Plus généralement, on a la propriété suivante. 

J 

0 Uo u, 

Soit (un) une suite dont le terme général vérifie u n+1 = f(u,
1
), où f est une fonction. 

Si (un) converge vers l et si f est continue en l, alors f(l) = l. 
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D émonstration 
Ona: lim un= lim un+l = l. 

n ➔ +oo n ➔ +oo 

De plus: lim un.._1 = lim f(un) = lim f(x). 
n ➔ + - · n➔ +- x➔ l 

Or : f est continue en l ; donc : lim f(x) = f(l). 
x ➔ l 

On en déduit que : f(l) = l . 

. R~margues 
• Toute solution de l'équation f(x) = x est appelée « point fixe » de la fonction f 
• L'existence d'un point fixe pour une fonction f ne prouve pas la convergence d'une suite (un) dont le 
terme général vérifie u n+l = f{un) (cf exemple 3 ci-après). • 

Exemples d'études de suites définies par récurrence 
1. Étudier la limite de la suite (un) définie par : u0 = 0 et V n E N, un+1 = ~ un + 2. 

• Soit la fonction f: x ~ ~ x + 2, (~) et (.6.) les droites 

d'équations respectives y= f(x) et y = x. 

Ces droites se coupent au point d'abscisse 4. 
La construction sur (OI) des premiers termes de la suite 
(un) permet de conjecturer que cette suite est croissante et 
converge vers 4. 

• L'équation f(x) = x a une solution : 4 ; donc, si la suite 
(un) est convergente, elle converge vers 4. 

• Démontrons que la suite (un) est convergente. 
1 On a : V n E ~ . un+l - 4 = 2 (un - 4) ; 

on en déduit que : V n E N, un - 4 = J
11 

(u0 - 4) . 

Or : lim 
2
\ = 0 ; donc, la suite (un) converge vers 4 . 

n ➔ + oo 

2. Étudier la limite de la suite (vn) définie par: v
0 

= [2 et 

• Soit la fonction g : x ~ 2 + 1-, (((gr.) sa courbe repré-x .1 

sentative et (.6.) la droite d'équation y = x. 
La construction sur (OI) des premiers termes de la suite 
(v11) permet de conjecturer que cette suite est convergente. 

• L'équation g(x) = x a deux solutions : 1 - [z et 1 + rz. Or, 
. la suite (v11) est positive ; donc, si la suite (vn) est conver­
gente, elle converge vers 1 + /2. 
• Démontrons que la suite (vn) est convergente. 
- On a : v0 2 fz 

V k E N, v 1c 2 [z ⇒ vk+l 2 [z. 

4 

1 
V n E N, vn+l = 2 + u· 

n 

J 

Donc : V n E N, v 2 [z. 0 vo v2 v1 n 

- Appliquons l 'inégalité des accroissements finis à la fonction g sur l'intervalle [[z ; + oo[. 

On a : g'(x) = - ~ 2 ; donc : V x E [[z ; + 00[, 1 g'(x) 1 s;; ~ . 

Onobtient: VnEN, lg(v
11
)-g(1+ fz) I s;; ~ lvn-(1+ fz)i ; 

c'est-à-dire : 
1 vn+1 - (l + [2) 1 s;; ~ 1 vn - (l + [z) 1 · 

On en déduit que : V n E N, 1 vn - c1 + JzJ l :o; ( ~ f 1 ~o - c1 +· fzl 1; 

c'est-à-dire : V n E N, 1 vn - (l + [2) 1 ~ ( ~ r. 
Donc, la suite (v

11
) converge vers 1 + [z. 
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3. Étudier la limite de la suite (wn) définie par: w0 = 1 et V n E N, w,z+l = e1
v• - 1. 

• Soit la fonction h : x ~ ex - 1, («i;h) sa courbe représen-
tative et (Li) la droite d'équation y = x. / 
La construction sur (OI) des premiers termes de (u:J per- ( c,.)1---------r (ô) 

met de conjecturer que cette suite a pour limite + 00• 

• On a: h(0) = 0 et V x E IR*, h(x) > x. Donc, (w,.) est crois­
sante et O est l'unique point fixe de h. 
On en déduit que si la suite (wn) est converg~. elle 
converge vers O. 

• Démontrons que la suite (wn) n'est pas com·~ Ei a 
pour limite + oo. 
- La suite (w,) n'est pas convergente ; en effet. si el!.e !·~-;: 
sa limite serait 0, ce qui est impossible car tous ses ~es 
sont supérieurs à w0 • 

- La suite (wn) est croissante ; donc elle n·ad.œ_e.: ;ES de 
majorant, sinon elle serait convergente. 
La suite (wn) est croissante et non majorée : ~ a èo::c 
pour limite + oo. 

Pour étudier la limite d"une suite (un) dont le terme général vérifie un+l = f(un), on peut utili­
ser le procédé suiçant: 
• utiliser le graphique pour conjecturer le résultat ; 

• résoudre l'équation f (x) = x; 

• démontrer le résultat conjecturé. 

t_l.2., Travaux dirigés 
On a vu en classe de première, ainsi que dans le chapitre 9 (§ 3.4.), la détermination d'une valeur appro­
chée des solutions d'une équation par balayage ou par dichotomie. 
Nous donnons ici deux méthodes utilisant les suites numériques pour la résolution d'un tel problème. 

l)tJL_.:::....:1 1. Méthode du point fixe 
~ On considère l'équation : ln(x + 3) = x. . 
f!!!!I 1 °) Démontrer que cette équation admet dans IR+ une solution unique a comprise entre 1 et 2. 

2°) On désigne par f la fonction x ~ ln(x + 3) et par K l'intervalle [1 ; 2]. 
a) Démontrer que : f(K) C K. 

1 
b) Démontrer que: V x E K, lf'(x) 1 ~ 4 . 
3°) Soit (un) la suite définie par : u0 = 1 et V n E N, un+l = ln(un + 3). 
a) En utilisant l'inégalité des accroissements finis, démontrer par récurrence que : 

1 . 
V n E N, 1 u,

1 
- a 1 ~ 

4
n I u0 - a 1 • 

En déduire que : lim u 
1 

= a. 
n ➔ +oo I 

b) Déterminer une valeur approchée à 10- 3 près de a. 

Solution 
1 °) Soit la fonction h : x ~ x - ln(x + 3). 
Cette fonction est dérivable sur ]- 3 ; + oo[ et on a: h'(x) = x + 3

2 
. · x+ ,_ 

On en déduit que la restriction de h à IR+ est une bijection croissante de IR+ sur [- ln3 ; + oo[. 
Donc, l'équation x - ln(x + 3) = 0 admet une solution unique a dans IR+. 
De plus, on a : h(1) = - 0,386 et h(2) "" 0,390 ; donc : 1 < a< 2. 
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2°) Soit (~) la courbe représentative de la fonction f 
a) f est une bijection croissante de )- 3 ; + oo( sur ~ ­
On a : /(1) "" - 1,38 et /(2) "" 1,61 ; donc : f(K) C K 

b) f est deux fois dérivable sur]- 3 ; + =[ ; 

on a : f'(x) = x ~ 3 et f"(x) = (x ! 3)2 

Donc, f' est décroissante sur K. 

Ona: 

Donc: 

['(1) = ~ et ['(2) = i . 
\-1 • E K 1 < f '( ) < 1 . v X , 5 _ X_ 4, 

on en déduit que : 'il' x E K, lf'(x) 1 $ ! . 

-3 

3°) a) On a : u 0 E K et f(K) C K ; donc si uk E K , alors uk+i E K. 
On en déduit par récurrence que : V n E ~ . un E K. 

1 En appliquant l'inégalité des accroissements finis à f sur K, on a : 1 u
1 

- a I S 4 1 u
0 

- a, 1 

et, plus généralement, V n E N, 1 u n+l - a 1 $ ~ 1 un - a 1. 

On en déduit, par récurrence, que : V n E N, 

Or : lim .1.. = 0 ; donc : lim u = a. 
n ➔ + oo 4n n ➔ + oo " 

b) On a : 1 u0 - a 1 $ 1. 

lu -al<_!_ lu -a l 
n - 4n O • 

Pour que I un - a 1 $ 10-3, il suffit que ~n S 10-3 ; c'est-à-dire: n ~ 5. 

Une calculatrice donne : u
5

"" 1,505 . 

. Remar ue 

Cette méthode est utilisable lorsque l 'équation peut se mettre sous la forme f{x) = x et si la solution cher­
chée appartient à un intervalle fermé K tel que : 'il' x E K, 1 f'(x} 1 S k (k E [O ; 1 [). . . 

2. Méthod~ de Newton 
/fjiJ On considère l'équation {E): ~ x3 -x-1 = o. 
ff!!!J 1 °) Étudier la fonction f: x ,-..,,. ! x3 - x - 1 et tracer sa courbe représentative (~ ). 

En déduire que (E) admet une unique solution, notée. a, appartenant à l'intervalle [2 ; 3]. 

2°) On considère la fonction g qui à tout élément x de [2 ; 3], associe l'abscisse du point d'intersection 
avec (01) de la tangente à(~) au point d'abscisse x. 

f(x) . 
a) Démontrer que : 'il' x E [2 ; 31, g(x) = x - f'(x) . 

En déduire que les équations f(x) = 0 et g(x) = x sont équivalentes sur [2 ; 3]. 
b) On désigne par K l'intervalle [a; 3]. 
Calculer g'(x) et démontrer que : 'il' x E K, a S g(x) S x. 

3°) Soit (un) la suite définie par: u0 = 3 et 'il' n E N, un+l = g(un). 
a) Démontrer que cette suite converge vers a. 
b) Déterminer, à l'aide d'une calculatrice, une valeur approchée de ut' uz, u

3
, u

4
, u

5
, u

6 
et ur 

En déduire une valeur approchée de a, en conjecturant son incertitude. 

Solution 
1 °) La fonction f est définie et dérivable sur IR et on a : f'(x) = x 2 - 1. \.. 
On obtient le tableau de variation ci-contre et la courbe (~ ) · 
ci-dessous. 
On en déduit que l 'équation (E) admet une solution unique 
a telle que : a E ]1 ; + oo[. 

X - 00 

f'(x) 

- 1 1 

+ 0 - 0 

+ 00 

+ 

De plus, on a : }(2) = - ~ et /{5) == 5. 

Donc : a E [2 ; 3]. 
f(x) 

1 

/ 3--------. 5 -3 
+oo 

/ 
- 00 
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2°) aJ Soit x 0 E [2 ; 3] ; on a : f'(x0 ) * O. 

Une équation de la tangente à (((&) au point d'abscisse x 0 

est : y - f(x0) = f'(x0 )(x - x 0) . f(x ) 

Cette droite coupe (OI) au point d'abscisse r ~ - flx~ • 

f(x ) 
Donc: V x E [2; 31, g(x) = x - f lx). 
On en déduit que : f( ) 

\:J X E [2 ; 31, g(x) = X ç> f'(.: ) = 0 

ç> f(x) = O. 

fn(x) xf(x) 
b) On a : V x E K, g '(x) = (f'(x)]2 

de plus : f'(x) = x2 - 1 et f n(x) = Zx. 
Donc f, f' et f" sont strictement positives sur K. 
On en déduit que g est croissante sur K. 

On a : g(cx.) = ex., 
V x E K, ex.::; x ⇒ g(cx.) ::;; g(x) ; 

donc : V x E K, a::; g(x). 
f(x) 

De plus : V x E K, g(x) - x = - f '(xl ; donc : V x E K, g (x ) -X ::;; Ü. 

On en déduit que : V x E K, ri::; glx) ::; x. 

3°) a) D'après ce qui précède, la suite (un) est décroissante et minorée ; 
donc, elle est convergente. 

n 
1 

un 
2,375 De plus, ex' est l 'unique point fixe de la fonction g. Donc, la suite converge 

vers a. 2 2 ,140 011 223 ... 

b) On obtient le tableau ci-contre. 3 2 ,104 582 738 ... 
On remarque qu'à partir de u5 , les termes de la suite ont leurs neuf pre­
mières décimales identiques. 

4 

5 

2,103 803 775 ... 

2 ,103 803 403 ... On conjecture que u5 est une valeur approchée à 10- 9 près de a. 
6 2,103 803 403 ... 

,Remar ues 7 2,103 803 403 . . . 

• La méthode de Newton est également appelée« méthode des tangentes». 
• La puissance de cette méthode vient du choix de la fonction g. En effet, cette fonction est telle que g'(a) 
= 0 ; donc, Je majorant de g ' sur l'intervalle K est proche de O et une bonne approximation de ex. est rapi­
dement obtenue. 

3.a Soit a un nombre réel et (un) la suite définie 
par: u0 = a et V n EN, un+i = un - u,.2. 
1. Conjecturer graphiquement la limite de cette 
suite, suivant les valeurs de a. 

2. On suppose que : a = 1-
a) Démontrer que la suite (un) est décroissante 
et minorée par O. 
b) En déduire que cette suite est convergente et 
déterminer sa limite. 

3.b Soit a un nombre réel tel que O:::; a :::; 1 et (un) 

la suite définie par : . ~ 
1+ u 

u0 = a et V n E N, u n+l = ~ . 
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1 . Conjecturer graphiquement la limite de cette 
suite. 
2. On pose : u0 = cosa (a E [O ; '?). 
a) Démontrer que : V n E N, u" = cos{fri). 
b) En déduire la limite de la suite (un). 

Tc Soit (un) la suite définie par : 
Uo = 0 et V n E N, un+1 = ln(eUn + 1). 
1. Conjecturer graphiquement la limite de cette 
suite. 
2. Soit (vn),. È N la suite de terme général: vn= eu•_ 
a) Démontrer que (vn) est une suite arithmé­
tique de raison 1. 
b) En déduire la limite de la suite (u" ). 

""' 



,. 
E tude globale d'une suite 

1 Dans chacun des cas smY-c.r::3. è~ t,. -- ~ 
suite (un)n E 111• est bornée. 

a) u = ,1n 2 + 1 - n b} 
n 

n u = 
" , n+ n - 1 

c) 
(- l)"n + cosn 

d) n u,. = 
n+1 un= e" . 

1 Dans chacun des cas suivants, démontrer que la 
suite (u

11
),, EN· est bornée. 

a) 
3n + sinn 

b) 
Inn u = n2 u =-11 n n 

c) u,, = ln(n2 + 1) - 2lnn d) 2n + 1 
u = ---. 

n 4n _ 1 

3 Dans chacun des cas suivants, représenter gra­
phiquement la suite (u

11
), conjecturer si cette suite est 

majorée, minorée, bornée et démontrer la conjecture. 
1 

a) { uo = 2 
V n E N , µn+l = 2u

11 
+ 1 

b) { uo = 1 
V n E N, u,,+1 = - 2u,1 + 1. 

4 Soit (u11) 11 EN* la suite de terme général : 

u = f, ..L. 
n p = 1 p2 

1. Démontrer que pour tout entier naturel p supérieur 
, 1'2 .1< 1 1 ou ega a , on a . pz _ p _ 

1 
- p. 

2. Démontrer que : V n E N*, un~ 2 - ~ . 
En déduire que la suite (u,,) est bornée. 

5 Soit (u,,) la suite définie, pour n ~ 2, par : 
1 1 1 

u,, = 22 + 33 + ... + n11 

1. Démontrer que pour tout entier naturel p supérieur 

ou égal à 2, on a : ..L ~ ..L . 
pP 21' 

2. Calculer, en fonction de n, la somme : f ..L 
En déduire que la suite (u

11
) est bornée. P = 

2 2P 

6 Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
sens de variation de la suite (un). 

, n 1 
a) u11 = ~ n (n E N*) b) un= n;, (n E N*) 

411 
c) un == n2 - 2" (n E N) d) u = -- (n E N). 

11 3n + 1 

7 Soit (un) la suite définie par : 
u0 = a et V n EN, u,,+1 = 2u

11 
- 3. 

Démontrer par récurrence que : 
a) si a= 3, alors (u

11
) est constante ; 

b) si a> 3, alors (un) est croissante; 
c) si a< 3, alors (u,J est décroissante. 

8 ·soit (un) la suite défi.nie par : 
u0 = 5 et V n E N, un+l = un + n2 

- 4n. 
Démontrer que (un) est croissante à partir du rang 4. 

9 Dans chacun des cas suivants, conjecturer à 
l"aide d'une représentation graphique le sens de varia­
tion de la suite (u

11
). 

OJ Zlo = 2 et V n E N, 

DJ Zio = - 3 et V n E N, 
u11+1 = 1 + lnu,, ; 
Un+l = e"•-1 ; 

u -1 
C1 '1n = 3 et V n E N, un+l = _ n __ . 

u,, 

0 Soit (un)n E N * la suite de terme général : 

1 u =----
n n- (- 1)" 

1. a) CaJcu1er '¾• «i ·et zi
3

• - • 

b) Calculer~ l.lipn et u2p+2 • 

En dédufre que la suite (u,,) n'est ni croissante ni 
décroissante. 
2 . Démontrer que les suites («i~P E 111• et (u2P-1)P E N* 
sont décroissantes. 

11 Soit (u,,),, E N et (v,,),, E III les suites définies par : 

u = n 
2" - 4n + 3 

2 
et V = n 

2" + 4n - 3 
2 

1. Calculer u11 + v11 et u,, - v,, en fonction de n. 
2. En déduire l'expression de chacune des sommes i O uP et P~ 

0 
vP en fonction de n. . 

11 Soit (u,,) la suite définie par ; 
1 u1 = 2 et V n E N*, un+l = 2u,, - 3 . 

1. Déterminer le nombre réel a pour que la suite 
(v")"E N*' de terme général v,, = u,, - a, soit une suite géo­
métrique. 
2. Exprimer v11 en fonction de n et calculer P~ 

1 
vP. 

3. Exprimer un en fonction de n et calculer 
1
~ 

1 
uP. 

L imites de suites 

13 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
limite de la suite (unln E rw· 

1 a) u = ntan-
n n 

c) un= n 2(1 - cos ~) 

b) u = 2"sin.1L 
n 2" 

d) u,, = n(1 - cos ~ ). 

14 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
limite de la suite (u,,),, e N•· 

) 4
n - 1 

b) un = n- .,fn + 1 a un= 3n + 2 

c) u,,= (1- !)x(1- ~)x ... x(1 - ~2 ). 

15 Dans chacun des cas suivants, conjecturer à 
l'aide d 'un graphique, puis d 'une calculatrice, l'exis­
tence de la limite de la suite (u,,). 

a) VnEN, u
11

=nsin{n;); · 
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bJ uo = 2 et VnE N, 4 
un+t = 5 - u 

n 

c} u0 = 1 et V nE N, 1 
u,1+1 = u,, + u 

n 

d} u0 E IR\{~} et VnE N, 
un + 1 

un+t = 2u - 1 . 
n 

16 Dans chacun des cas suivants, déta::::ië:::z 12: 
limite de la suite (un)n E i\:J•· 

a} u = r-;;- 1 
n Jn+ 1 

c) u = 1 - n 
n 1 + Inn 

d) u = elnn -n n • 

17 Déterminer la limite des suites (u,,),, E N· et 
(v,,)11 EN' définies par : u,. = Jn2 + 1 - n et v,, = nun. 

18 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
limite de la suite (u,.)11 EN'" 

1 1 a] u = - + - b] u,, = 4n - 2n 
Il 2n 311 

c) u,, = - (!)" + (~)" d) 211 + 311 

u =---
Il 2" - 3n 

e) 5" - 211 

f) 
2n 

u =--- un= 11 5n - 3n n 2 + 211 

g) un= 2n _ n3 h) 
2nn5 

u =--. 
n 3n 

19 Dans chacun des cas suivants, utiliser les pro­
priétés de comparaison pour déterminer la limite de la 
suite (un)n EN•· 

n - sinn 
a] u,,= ---­

n + cosn 

ncos(l + -:i) 
b} u,, = --n-2 _+_1 __ 

cosn + (- 1)nlnn 
n 

10 Soit (u
11

)
11 

E 1\1' la suite de terme général : 

n n n 
un = n2 + 1 + n2 + 2 + · · · + n2 + n · 

n2 n2 
1. Démontrer que : V n E N *, --- s; u,, s; ---

n2 + n n2 + 1 

2. En déduire que la suite (u
11

) est convergente et déter­
miner sa limite. 

11 Soit (u,,)n EN• la suite de terme général : 

1 1 1 u =--- + --- + ... +--- . 
n Jn+l Jn+z ./Zn 

1. Démontrer que : V n E N*, u,, ~ ✓; . 
2. En déduire que la suite (u

11
) est divergente. 

Il Dans chacun des cas suivants, étudier la limi­
te de la suite (u)11 E f\il•• 

a} u = sin( 
2

"1t ) 
11 2 °'." 2n+l 

b) u = 1on-Jn, + 1 
n 

c) u,,=2fn -n 
1 

d) un= (1 + nfiï 

e) un= (1 + n2)- 11 
1 

f) un = (1 + [n)n, 
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13 Soit (u,,) la suite définie par : 
1 Zlu = 0 et V n E N, un+t = 2 un + 4. 

1. Representer: graphiquement cette suite et conjecturer 
sa ""-"~e 

2.. c Ca!arler rabscisse a du point d 'intersection des 
cr,- -=--: è-équations y = x et y = ~ x + 4 . 

b]ilé:=~que : 'il n EN, u - a =1.... (u
0 
-ai. 

n 2n 

En ciéèt:!..= _e :-ésultat conjecturé à la question 1. 
3. Lti.!ise:: ~ méthode analogue pour déterminer la 
limita ~e de la suite (un) dans chacun des cas 
SUÎ\ëilliS. 

1 
a}'¾ = O et '1 n E ~ . un-;.t = - 2 un + 4. 

b} u0 = 0 et 'il n E ~. un+t = - 2un + 4. 

c} u0 = 0 et 'il n E N, u
11

+
1 
= 2u,, + 4. 

S uites monotones 
convergentes 

14 Soit (un) la suite définie par : 
3u,, + 4 

u0 = 1 et V n E N, un+t = ----
un+ 3 

1. Donner une représentation graphique sur (OI) des 3 
premiers termes de la suite (u

11
) et conjecturer la limite 

de cette suite. 
2. a) Démontrer que : V n E N, 0 s; u s; 2. 

, Il 

b) Etudier le sens de variation de la suite (u,,). 
3. En déduire que cette suite est convergente et déter­
miner sa limite. 

15 Soit (u,,) la suite définie par : 
4u -1 

u0 = a et 'ï/ n E N, u +t = n 
n Un+ 2 

1. Déterminer a pour que la suite (u,,) soit constante. 
2. Démontrer que si a> 1, la suite (u,,) est convergente 
et déterminer sa limite. 

16 Soit (un) la suite définie par : 

uo = - 1 et V n EN, un+l = J~z-u-,,-+- 3. 

1. Tracer la courbe représentative de la fonction 
x ~ Jzx + 3. En déduire une représentation graphique 
sur (OI) des 4 premiers termes de la suite (u,,) et conjec­
turer la limite de cette suite. 
2. a) Démontrer par récurrence que : 
• V n E N, - 1 s; uns; 3 ; 
• la suite (u,,) est croissante. 
b) En déduire que cette suite est convergente et déter­
miner sa limite. 

17 Soit (un) la suite définie par : 

u0 = 4 et V n E N, u,,+1 = ln(l + u,J 
1. Tracer la courbe représentative de la fonction 
x ~ ln(l + x). En déduire une représentation graphique 
des 4 premiers termes de la suite (u,,). 
2. Démontrer que la suite (un) est décroissante et minorée. 
3. En déduire que cette suite est convergente et démon­
trer qu'elle converge vers O. 



fü7) 
wu 

18 Trois frères se partagent un terrain rectangulai­
re de 14 hectares de superficie, de la façon suivanie: 
• le 1er en prend la moitié ; 
• le ze prend la moitié de ce qui reste ; 
• le 3e prend la moitié de ce qui reste, et le partage 
continue ainsi. 
Le terrain sera-t-il totalement partagé si on continue 
indéfiniment cette méthode ? 
Si oui, quelle sera la part de chaque frère ? 

19 Utilisation d'une suite auxiliaire 
Soit (u ) la suite définie par : 

n 2 
u 0 = 2 et V n E N, un+l = 3un - n + n. 

1. Déterminer un polynôme du second degré P tel que 
la suite de terme général an = P(n) vérifie la relation de 
récurrence précédente. 
2. Démontrer que la suite de terme général vn = un - an 
est une suite géométrique. 
3. ~xprimer vn, puis un en fonction de n. 
4. Etudier la convergence des suites (vn) et (un). 

30 Soit (un) la suite définie par : 
u1 = 1 et V n E N * \{1}, u n = un-1 + !n· 

1. Démontrer que la suite (un) est croissante. 
2. On désigne par (vn) la suite définie par : 

v1 = l et V n E N*\{11, vn = vn-l + in 

Démontrer que: V n E N*\{1}, 0 $ un$ v
11

• 

En déduire que la suite (u") est majorée. 
3. Démontrer que (u

11
) est convergente et déterminer sa 

limite. 

31 1. Démontrer que : 
x2 

V X E ]O ; + oo[, x - 2 < ln(l + x) < x. 

2. En déduire la limite de la suite (u,,)n e fll• de terme 

général: un= (1 + ~2)(1 + !2)···(1 + : 2)···(1 + n ;/)-

31 Suites extraites et convergence 
Soit (u ) la suite définie par : 

Il 1 
u0 = 1 et V n E N, u

11
+1 = 2 + - . 

un 
1. Donner une représentation graphique sur (OI) des 3 
premiers termes de la suite (un) et conjecturer la limite 
éventuelle de cette suite. 
2. a) Démontrer g__ue la suite (u2P)P e N est croissante et 
majorée par 1 + Jz. 
b) Démontrer que la suite (u2 +llp e f\l est décroissante et 

. , r;: p 
mmoree par 1 + ..;2. 
3. Démontrer que les suites (Uzp) et (u2p+1) sont conver­
gentes et ont la même limite. 
Nous admettons que cette limite commune est la limite 
de la suite (un). 

33 Soit (u,,) la suite définie par : 

u0 = 0 et V n E N, un+l = cosun. 
On désigne par fla fonction cosinus. 
1. a) Donner une représentation graphique des 4 pre­
miers termes de la suite (un) . 
Que peut-on conjecturer? 
b) Démontrer que l'équation cosx = x admet une solu­
tion unique dans l'intervalle K = [ ~ ; 1]. 
On désigne par a cette solution. 

c} Démontrer que f(K) C K et que pour tout élément x 
de K, on a : f'(x) $ 0,9. 
2. a., Démon trer que : 
;- n E ",. *, un E K et I un+ 1 - a 1 $ 0, 9 1 u n - a 1 . 

:;J -=~.è:éduire que: VnEN*, l un -a l$ ~ (0,9Jn-l_ 

c:J il-- 10 l:Y.r que la suite (u") est convergente. 
~ - , ; :::: à l'aide d'une calculatrice, une valeur 
~~ z 10-3 près de sa limite. 

~'cQIO.XÎIDation de /2 par les suites 
:. a qJ les suites définies par : 

• 

6 1 7 1 8 1 9 1 

2. c] -lé=- : ..._ Ç"'-=: • n ~ _P;- 1q; = (- 1)"+1 . 

b., ~E !es ~ à,s ~-as (pj et (q,J en 

dédui::-e que : lim P., = ,2. 
n ➔ += q n 

3. Soit (u,Jn e '- la su ite de terme général : un = ~= . 
a) Exprimer un+l en fonction de u n et donner une défi­
nition par récurrence de la suite (un). 
b) Représenter graphiquement les premiers termes de la 
suite (un), puis démontrer que cette suite converge vers 
/z. 
B - Soit (an) et (bn) les suites définies par : 

{ 

a0 = b0 = 1 
V n E N, an+l = a!+ 2b;. 
V n E N, bn+l = 2anbn 

a 
et la suite (vn)n EN de terme général : v,, = b. 

, n 
Donner une définition par récurrence de la suite (vn)' 
puis démontrer que cette suite converge également vers 
/z. 

35 Série harmonique alternée 
Soit (u,,)n e N* la suite de terme général : 

un = 1 - 1 + 1 - ! + ... + (- l)n+1 ~ . 
On se propose d'étudier la convergence de cette suite 
appelée série harmonique alternée. 
On désigne par (vP) e N* et (wP)P e N· les suites de , , p 
termes generaux : vP,= u 2P et wP = uzp+i· 

1. Démontrer que: t/ p E N*, vP < wP. 
2. a) Démontrer que les suites (vP) et (wP) sont respecti­
vement croissante et décroissante. 
b) En déduire que (v ) et (wl') sont convergentes. 
3. a) Démontrer qulla suite de terme général wP - vP 
converge vers O. 
b) En déduire que la suite (un) a une limite dont on don­
nera une valeur approchée à 10- 2 près. 
On démontre que cette limite est ln2. 

36 Suites de Fibonacci 
Léonard de Pise (11 70 env. - 1250 env.), plus connu 
sous le nom de Fibonacci, pose dans le Liber abaci Je 
célèbre problème suivant : . 
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« Combien de couples de lapins obtiendrons-nous à la 
fin d'une année si, commençant avec un couple, cha­
cun des couples produit chaque mois un noui-eau 
couple, lequel devient productif au second mois de son 
existence ? ». 

1. Soit F n le nombre de couples de )27-s ~ :ri?,-,e 
mois. 
a) Compléter le tableau suivant : 

b) Exprimer F n+2 en fonction de F ,._.
1 

et f ,.­

La suite Fn est appelée suite de Fibo1U1ai 

2. On désigne respectivement par a e!. li 35 so!utions 
positive et négative de l 'équation : r - :.c - : = o. 
Soit (un) la suite définie par : 

u1 = 1, u2 = 1 et \;/ n E *. u.-2 = ua-1 + un. 

a) Démontrer que : \;/ n E '*, u"- = ~ (a" - ~n). 
, 5 

b) En déduire la limite de la sui~ u..). 

37 On considère un damier de format 2 x n (n E N*). 
On désigne par dn le nombre de façons différentes dont 
on peut le recouvrir avec des dominos de format 2 x 1. 
1. Calculer d 1 , d 2 , d

3
• 

2. Démontrer que (clnl est une suite de Fibonacci et cal­
culer (d20). 

38 De combien de façons peut-on vider un ton­
neau de 20 litres avec deux récipients de capacités res­
pectives 1 litre et 2 litres ? 

39 Soit/une fonction continue sur ]a; b[ et telle 
que : f(]a ; b[) C ]a ; b[. 

On considère une suite (un)n EN définie par son premier 
terme et la formule de récurrence : u,,+1 = f(un). 
1. Démontrer que si f est une fonction croissante, alors 
la suite (un) est monotone et convergente. 
2. Démontrer que si f est une fonction décroissante, 
alors les suites extraites (u2P)P EN et (Uzp+1)1' EN sont des 
suites monotones et convergentes. 
3. Utiliser les résultats précédents pour étudier la limi­
te de la suite (un) dans chacun des cas suivants. 

3un + 1 
a) u0 > O et\;/ n E N, u

11
+

1 
= --'---

u11 + 1 

2 
b) u0 = 3 et \;/ n E N, un+t = -

2
--

u11 + 1 

c) u0 = ! et\;/ n E N, un+l = (1 - un)2. 

40 1. Soit/une fonction continue de [0; 1] dans 
(0 ; 1]. 
a) Démontrer qu'il existe au moins un nombre réel a tel 
que: f(a) = a. 
b) On suppose que fest dérivable sur [O ; 1) et qu'il exis­
te un nombre réel k élément de [0 ; 1( tel que : 

\;/ x E (0 ; ll, lf'(x) I s; k. 
Démontrer que a est unique. 
2. Soit (un) la suite définie par : 

u0 E (0 ; 1) et \;/ n E N, un+l = f(un), 
où f est une fonction vérifiant les conditions précé­
dentes. 
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a) Démontrer que : V n E N, 1 un+l - a I s; k I un - a 1 . 
b) En déduire que la suite (un) est convergente. 
3. Applica:tion 
Étrèiei la li::llie de la suite (u,,) définie par : 

Du = 0 et \;/ n E N, un+l = /un+ 1. 

1 Soit/la fonction de [O; + 00[ vers IR définie par: 
r - O} = 0 
: }lx) = 1 x lnx 1 , six > O. 
1 . a) Étudier f et tracer sa courbe représentative («5). 
b) Ùémontrer qu'il existe un nombre réel a unique, élé­
ment de ]1 ; e[, tel que : /(a) = 1.... 
Placer le point correspondant strr (~). 
Donner, à l'aide d'une calculatrice, une valeur appro­
chée à 10-2 près de a. 
2. Soit (un) la suite définie par : 

u0 E IRt\{1) et \;/ n E N, un+1 = f(un). 
a) Déterminer u0 pour que cette suite soit constante. 

b) On choisit u0 E ]O; ..!..[. Démontrer que: e . 
• \;/ n E N, 0 < un < ! ; 
• la suite (un) est strictement croissante ; 
• la suite (un) converge vers ..!.., 

e 
c) Étudier la convergence de la suite (un) dans chacun 
des cas suivants : 

• u E ]..!.. · 1[ · o e ' , 

• u0 E )1 ; a(; 

• u0 = a. 

d) On choisit : u0 > e. Démontrer que : 
• la suite (un) est strictement croissante ; 

• \;/ X E ]e ; + oo(, f'(x) ~ 2 ; 

• \;/ n E N, un+l - un~ 2(un - un_1) ; 

• \;/ n E N, u,,+1 - un~ 2"(u1 - u0). 

En déduire la limite de la suite (un). 
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41 Suites adjacentes 
Soit (un) et (vn) deux suites définies dans N par : 

{ 

0 < u0 < v0 

\;/ n E N, un+l = J unvn 

-..., ~I _ Un+ Vn 
v n E ,~, vn+l - - 2--. 

1. Démontrer par récurrence que les suites (u,,) et (vn) 
sont strictement positives. 
2. a) Calculer v~+t - u:1+1 et en déduire que : 

\;/ n E N, un s; v
11

• 

b) Démontrer que la suite (u) est croissante et que (vn) 
est décroissante. 
c) Démontrer par récurrence que : 

\;/ n E N, 0 s; v,, - uns; g )"cv0 - u0). 

En déduire que : lim u
11 

= lim vn. 
n ➔ +oo n ➔ +oo 

On dit que (u,) et {vn) sont des suites adjacentes. 
3. Déterminer un encadrement à 10- 5 près de la limite 
commune des suites (u,1) et (v

11
), lorsque u

0 
= 1 et v

0 
= 7. 

Cette limite est appelée moyenne arithmético-géomé­
trique des nombres u0 et v0• 

lfJ!J 



l n égration 

Introduction 

Les mathématiciens Grecs calculaient les aires par des méthodes 
géométriques consistant à remplacer la région considérée par un 
carré de même aire (problème de la quadrature}. 

Au xvue siècle, KÉPLER (1571- 1630) obtient des Formules pour 
calculer le volume de tonneaux à l'aide de décompositions de 
régions en domaines élémentaires. Enfin, LEIBNITZ (7 646-1716) 
et NEWTON ( 1643-1727) construisent, de façon indépendan'te et 
presque simultannée, une méthode pour la détermination des 
aires et des volumes par le « calcul intégral ». 

L' obiet de ce chapitre est de définir /'intégrale d'une fonction conti­
nue et de mettre en place des techniques permettant les calculs 
d'aires etde volumes, ainsi que des longueurs d'arcs, de moments 
d'inertie et autres applications à la Physique. 

1. Intégrale d'une fonction continue .. .. . .. .. .. .. . .. .. . .. . .. .. 296 

2. Techniques de calcul intégral ......... ................ .. ........ 302 

3. Applications du calcul intégral ........................... ...... 309 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonction s numériques à variable :re::e, .e _ ~ :S.:~ 

du repère orthogonal (0, I, J) et l'unité d'aire est l'aire du rectangle de dimensions Of et Oj. 

....__-.:,:::......., 
Intégrale d~_une fonction· ··continue 

- 1~1.t~ Notion d'intégrale 

c~~re, '"'.êil Introduction 
On considère la fonction x ~ ! de ]O ; + oo( vers !R et M) sa courbe représentative. 
Soit d la fonction de [1 ; + oo( vers IR qui à t associe l'aire du domaine délimité par la courbe ('<G), l'axe 
(01) et les droites d'équations-x = 1 et x = t. 
On a : d(1) = O. J 

Étudions la dérivabilité de la fonction d. 
Soit ta un élément de [1 ; + oo[, 

• Justifier que : 

1 
1 ÏÔ 
T 

'r;/ t E ]ta;+ oo[, } (t - ta) :s; d(t) - ~(ta) :s;} (t - t a). 
a 

0 '------1---1----+--

• En déduire que la fonction d est dérivable à droite en 
ta et que son nombre dérivé à droite est } . 
Soit t a un élément de ]1 ; + oo[. a 

• Justifier que : 

"J' te (1 ; ta[, } Cta - t) :s; d (tal - d(t) :s; i (ta - t). 
0 

• En déduire que la fonction d est dérivable à gauche en O t t 
ta et que son nombre dérivé à gauche est } . 0 

t 

0 
• Démontrer que la fonction d est la primitive sur (1 ; + 00[ de la fonction x ~ 1, qui s'annule en 1, et que: 
"J' t E [1 ; + oo(, d(t) = ln t. 

D':l~t::.:...JJ Définition et conséquences 
Soit/une fonction continue sur un intervalle K, F et G deux primitives de f sur K, a et b deux éléments 
de K. On sait qu'il existe un nombre réel c tel que : "J' te K, G(t) = F(t) + c. · 

On a: G(b) - G(a) = F(b) + c - F(a) - c = F(b) - F(a). 

Le nombre réel F(b) - F(a) est donc indépendant de la primitive de f choisie. 

Soit/une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 

On appelle intégrale de a à b de fie nombre réel F(b) - F(a), où Fest une primitive de f sur K. 
fb b 

On note: F(b) - F(a) = Ja flt) dt= [F(t)]a. 

V ocabulaire 

• f :f(t)dt se lit « somme (ou intégrale) de a à b de f(t) dt ». 

• [F(t)]~ se lit« F(t) pris entre a et b » . 

f
b • 

• a et b sont les bornes de l'intégrale f(t)dt. 

• Dans l'écriture fJ'(t)dt, on peut rem;lacer t par toute autre lettre (sauf a et b) et écrire f bf(x)dx ou 

{t(s)ds ; test ap;elée variable muette. a 
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Exemples 

• r t2 
dt= [ ~] ~ = § · b 

• Soit c un nombre réeL On a: f. c dt= [c tl! = c(b - a ). 
f7t 7t 12 a 

• Jo4 
cos x dx = [sin xlci = 1· 

Les propriétés suivantes sont des conséquences imméœE:es de ::a définition. 

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. On a : 

• La f(t) dt=· 0 • Lb Jlt) dt = - {a Jlt) dt. 

Soit/une fonction continue sur un intervalle K et a un élément de K. 

La fonction x ~ f: f( t) dt, de K vers IR, est la primitive de f sur K qui s'annule en a. 

Exemple 

La fonction logarithme népérien est la fonction x ~rd/ (x > 0). 

k]2r~:::Ifü Interprétation graphique de l'intégrale 
La propriété su'ivante, que nou admettons, généralise le résultat établi en introduction. 

Soit/une fonction continue et positive sur un intervalle K, (~ ) 
sa courbe représentative, a et b deux éléments de K (a < b). 
fb . 
Ja f( t) dt est l'aire (en unités d'aire) du domaine D délimité 

par (~ ). (01) et les droites d'équations x = a et x = b. 

Remarque$ 

• L'aire de D (en unités d'aire) peut être notée d(D). 

• Le domaine précédent est aussi l'ensemble des points M(i) 
{

a~x~b 
tels que : fi ) . 

O~y~ x 

• Si la fonction f est continue et négative sur [a ; b], la symétrie 
orthogonale d'axe (OI) transforme la courbe ('tli) en la courbe 
(({!,')représentative de (- fj. 
Le domaine D est transformé en un domaine D' de même aire. 

On a: d{D) = d(D') = f :(-f)(t) dt. 

Exemples 

• L'unité graphique est 2 cm sur chaque axe. 

a 0 

J 
D' 

a D 0 

b 

b 

Calculer l 'aire, en cm2
, de l'ensemble D des points M(i) tels que: - ~ ~ x ~ ~ et o ~y~ cos x. 

• 
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:::__. 2, , -: r • • ... - - 3'S? a::mri::1re e: positü-e sur [- ~ : ~ ). 
::r =------ ~~r~=- ? _.....__.:: ~ - ... ~ c._J ;: - - · 

-~ 2 

- ~ = c:·ai.i-e est égale à 4 cm2 ; donc l'aire de D est égale .. 

. D ~ 
=---~--

• :.a courbe ci-contre est la représentation graphique de la 
:onction x ~ x 2 - 1. Calculer l'aire du domaine colorié. 

On a: si(D ) = f\t2 -1) dt= [t
3 

- t]
2 = ± · 1 1 3 1 3' 

si(D2)= f-(t2 -1)dt=[- t; +t]~=½-

On en déduit que l'aire du domaine colorié est égale à Z 
unités d'aire. 

nar=r::, Interprétation cinématique de l'intégrale 
Un mobile se déplace sur un axe à la vitesse v(t), tétant la variable temps. 
Si l'on suppose que v est positive entre les instants t1 et t 2 , alors la distance parcourue par le mobile entre 

ces deux instants est : ftz v(t) dt. 
Jt1 

Exemple 
Un corps est lâché, avec une vitesse initiale nulle à l'instant t0 = 0, d'une hauteur de 1 000 m et est sou­
mis à l'accélération de la pesanteur g = 9,8 m.s-2 • 

• Quelle distance d a-t-il parcouru après 5 secondes de chute? 
On a: v(t) = g t; donc la distance (en mètres) parcourue après 5 secondes de chute est: 

d = r gt dt= [½gt2
]~ = 122,5. 

• À quel instant T (en secondes) touche-t-il le sol? 

On a: J: gt dt = 1 000 <=> ½ g T2 = 1 000. Donc: T = 14,3. 

~ t~2 ... Propriétés algébriques 

Soit/une fonction continue sur un intervalle K, a, b etc trois éléments de K. 

f
b ic fc On a: f1t) dt+ . f1t) dt= f(t) dt. 

a b a 

D émonstration 

Soit F une primitive de f sur K. 

On a: ft(t) dt+ ft(t) dt= [F(b) - F(a)] + [F(c) - F(b)] = F(c) - F(a) ; 

donc: ft(t) dt+ J:t(t) dt= J;(t) dt. 

Interprétation graphique 
Supposons que f soit positive sur [a ; c] et as b s c. 

Désignons par D le domaine délimité par (C€), (01) et les 
droites d'équations x = a et x = c. 
La relation de Chasles signifie que : sl(D) = si(D1) + si(D2). 
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Exemple 
f:!!. f O f :!!. 0 TC J-~ lsin tl dt = J_!I - sin t dt + Joz sin t dt = [cos t]_2 + [- cos t]5 = 2. 

2 2 

□~r:rr .. . ;:;:J:J linéarité de l'intégrale 
Les propriétés suivantes sont déduites des propriétés des pdoitiYes. 

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K. a un namhre réel, a et b deux éléments de K. 

On a : . • Lb af( t) dt = a J: f( t) dt ; • 

• s: (f + g)(t) dt= s: f(t) dt+ s: g( t) dr. 

Rem~r ~ b b 

En particulier on a : L [- f (t)] dt = - {t(t) dt. 

Exemple 

i¼ cos2 t dt = f¾ 1 + cos 2t dt = 1.. f¼ dt + 1.. f¼ cos 2t dt = 1.. [t]l + 1.. (1.. sin 2t]¼ = rr + 2 . o J0 2 2 J0 2 J0 2 o 2 2 0 8 

,.;__,_j .J+c, Propriétés de comparaison 

E'&~~ Signe de l'intégrale 

Soitfune fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a~ b). 

Sif est positive sur [a; b], alors Lb f(t) dt 2 O. 

D émonstration 

Soit F une primitive de f sur K. 

Sif est positive sur [a; b], alors Fest croissante sur [a; b] et on a : F(b) - F(a) 2 O; 

donc : s:f(t)dt 2 o. 

Soit[ et g deux fonctions continues sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a~ b). 

Sifsg sur [a; b], alors J: f(t} dt sJ: g(t) dt. 

D émonstration 

Si f ~ g sur [a; b], alors la fonction (g - /) est positive sur [a; b] et on a : { ) (g - /)(t) dt 2 o ; 
d'où l'on déduit le résultat. 

Exemple 

Démontrer que : V x E [1 ; + 00[, ln x s x - 1. 

Soit x un élément de [1 ; + oo[. 

On a: V t E [1 ; x], ½ ~ 1 ; donc: 1x~t ~ lxdt. 
On en déduit que : V x E [1 ; + oo[, ln x ~ x - 1. 
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Remar~ 
Soitfune fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K [a$ b). 

On a : - 1/1 $ f $ 1/1 sur [a; b] ; on en déduit que : 1 J:t(t) dt' $ Lb lf(t)I dt. 

c t::.1:11xt: ... :1 Inégalité de la moyenne 

Soitfune fonction con~inue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a$ b). 

Sim et M sont deux nombres réels tels que pout tout t élément de [a ; b], m 5/{t) $ M, 

alors m(b - a) $ f1 

f( t) dt $ M(b - a). 

Cette propriété est appelée inégalité de la mo_renne. 

D émonstration 

On a: V t E [a; b], m :$f(t) $ M; donc : f:m dt :$ f:f(t) dt $ f:M dt. 

On en déduit que : m (b - a) $ f bf(t) dt $ M(b - a). 
a 

Remargues 

• L'inégalité de la moyenne appliquée à f sur l'intervalle [a; b] n 'est autre que l'inégalité des accroisse­
ments finis appliquée à une primitive F de f sur le même intervalle. 
• f étant continue sur [a; b], f est bornée sur [a ; b]. Les nombres réels m et M existent donc toujours. 

Interprétation graphique 
Lorsque m est positif, cette propriété signifie que l'aire du domaine colorié 
ci-contre est comprise entre les aires des rectangles de même base b - a et de 
hauteurs respectives m et M. 

Exemple 

D , tr . 1 < f 4 
dt < 1 emon er que. 8 _ 

2 
tZ _ z· 

L/7
, .' 
' ·' 
' l J f : m --"1 -- ___ _, ___ .. __ ,.. , . ' 
• 1 
• l 

' ' 
0 a 1 b 

La fonction x 1----7 
1

2 est décroissante sur [2 ; 4] ; on a donc : V t E [2 ; 4], ..L :$ \ s; 1..
4

. 
X 16 t 

On en déduit que: 
4

1~ 
2

::; r~~ ::; 4 ~ 2 
; c'est-à-dire:½::; r~~ ::; ½-

Soit/une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 

Si M est un nombre réel tel que pout tout t élément de K, If( t)I $ M , alors I Lb f( t) dtl $ Mlb - al. 

Cette propriété est une autre formulation de l'inégalité de la moyenne ; elle se déduit de la précédente 
en remplaçant m par - M. 

Valeur moyenne d'une fonction 

Soitfune fonction continue sur un intervalle [a; b] (a* b). b 

On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre réel µ tel que : µ = b ~ a L /lt) dt . 
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Soit f une fonction continue sur [a ; b] et µ sa valeur moy-enne sur [a; b]. 
L'image par f de [a ; b] est un intervalle [m ; M]. 

On a : m(b - a) ::; Lbf(t) dt ::; M(b - a) ; donc : m ::; p ::; ! . .!. 

Le nombre µ admet donc au moins un antécédent c :r:-- :-~ µ 
~;U . 

Interprétation graphique 
Lorsque f est positive, µ est la hauteu:- du ~-""' _~.BG)_ -= =­
base b - a, dont l'aire est égale à celle de ::a. s:_2:c:::- cx::ilt-.ti:X:. 

Exemple 

A 

a 1 

Calculer la valeur moyenne de la fonction. r---, 1 - r ~ _Toï"" ,.,."'~ i-:.: -:-

On a:µ=½ f
1 

(1 - t2
) dt=½ [ t - t; ft Î· 

Interprétation cinématique 

B 
C b 

• 

Si un mobile se déplace sur un axe à la vitesse v(t), sa vitesse moyenne entre deux instants t
1 

et t
2 

est 

vm = t ~ t , d étant la distance parcourue entre ces deux instants. 
2 1 ft 2 

Lorsque v est positive entre t1 et t2, on a: d = v (t) dt ; donc : vm = 
l1 

1 iiz 
~t v(t) dt. 

2 1 l1 

La vitesse moyenne est donc la valeur moyenne de la vitesse. 

l.a Calculer les intégrales suivantes. 

12 JO a) 2t dt bJ t2 dt 
-1 2 

c) f2 dx 
1 x 2 d) J~ j;w: 

e) f sin t dt fJ ( etdt 

io dt 
g) -

2 ,/t+z 

1 .b L'unité graphique est égale à 2 cm sur (OI) et à 1 
cm sur (OJ). 
Dans chacun des cas suivants, représenter gra­
phiquement la fonction/ sur [a; b] puis calculer 
l'aire, en cm2, du domaine délimité par la cotu·be 
ainsi obtenue, la droite (OI) et les droites d'équa­
tions x = a et x = b. 

a)f(x) =x2 + 1, a =-1 et h=3 

b) f(x) = ( - 6 )2, 
x+1 

a=l et b=2 

c)f(x) =- ,! , a=l et b=e 

d)f(x) = eX + 1, a=-3 et b = 1. 

l .c Calculer les intégrales suivantes. 

a) f
2 

ix - li dx b) r
4 
lx2 

- 91 <lx 

cJ r !cos 2xl & 

1.d Soit A= f cos2 x dx et B = fsin2 x dx. 

1. Utiliser les propriétés de linéarité de ! 'inté­
grale pour calculer A + B et A - B. 
2. En déduire les valeurs de A et B. 

1 .e 1. Démontrer que : V x e [¾; ~]. 1 s si~ x s Jz. 

2 E déd . . 7t < f ~ dx < ~ . n mre que . 4 _ " -.- _ 
4 

. 
4 smx 

1 .f Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur 
moyenne de la fonctionf sur l'intervalle K. 

a]ftx) =x2 + 1, K = [O; 10] 

b)ftx) = ~. K = [8; 15] 
\IX.+ 1 

c)flx) = _1._
2

, K = [e - 2; e2 - 2] 
x+ 

d) f(x) = cos 2x, K = [O ; 1t]. 
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- ....;;;;;=;.;.,..a Iectinlques d·è·~calë:.ul intég~al~, .. ~. 
Le calcul de l'intégrale d'une fonction continue f entre a et b se réduit généralement à la recherche d'une 
primitive F de f sur [a; b] et au calcul de F(b) - F(a). Dans certains cas, œ calcul utilise des transforma­
tions d'écritures. 

-~i tut~ Techniques de base 

Utilisation des primitives usuelles 
Le tableau suivant reprend quelques résultats concernant les pri :,:7h-es.. TIIS dans les chapitres précé­
dents. Dans ce tableau, u désigne une fonction dérivable sur un li:~\ .ille K, c nne fonction dérivable sur 
un intervalle contenant u(K) et a un nombre réel différent de - -=.. 

Fonction u ' 
u ' eu 1 u ' lP u ' x v ' ou -u 

Primitive ln lul eu 
1 

_ 1_ zfl'"I V o U 
a+l 

Commentaires u 't:. 0 sur K 
1 

u > O sur K 

Exemples 

1
1 l 

• (t3 + Zt + 1) dt= [t4 + t2 + t] = ~ . 
0 4 0 4 

rn n • Joz cos t esin t dt = [ esin t ]! = e - 1. 

w~'""' . ~ · l Intégration par parties 
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 
On sait que la fonction u v est dérivable et que (uv)' = uv' + u 'v. Si de plus les fonctions u' et v' sont conti­
nues sur K, alors uv' et u'v sont continues sur K. 

On a : L)(uv)'[t) dt = f :(uv')(t) dt + L)(u'v)(t) dt ; donc : I: u(t) v'(t) dt = [ u(t) v(t) 1: -f: u'(t) v(t) dt. 

On en déduit la propriété suivante. 

" Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées u' et v' sont continues 
sur K, a et b deux éléments de K. 

On a: Lb u(t) v'(t) dt= [ u(t) v(t) 1: -f: u'(t) v(t) dt. 

Cette méthode est connue sous le nom d'intégration par parties. 

Exemples 

• Calculer : r ln t d.t. 

Posons : u(t) = ln t et v ' (t) = 1. 

On a : u'(t) = f; choisissons : v(t) = t. 
u' et v' sont continues sur [1 ; 2]. 

Donc _: r ln t dt = [ t ln t 1: -r dt 

= [ t ln t - t ] : 

= 2 ln 2 - 1. 
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• Calculer : fo½ t cos t d t . 

Posons : u(t) = t et v'(t) = cos t. 

On a : u'(t) = 1 ; choisissons : v(t) = sin t. 

u ' et v' sont continues sur [O ; ~). 

.Don~~ 1½ t cos t dt = [ t sin t ]!-fo½ sin t dt 
n 

= [ t Slll t + cos t 1: 
7t 

=2-1. 



• Calculer : I sin t et dt. 

- Posons : u(t) = sin t et v'(t) = e1. 

On a : u'(t) = cos t ; choisissons : c(r ) = e'-. 

u' et v' sont continues sur (0 : - J. 

On en déduit que: f sil: r e' 6 = [ S!:! r e' r -r\os t et dt= fit_ cos t et dt. 
-~ o Jo Jo 

- Posons: w(t ) = - cos r er r ~ 1 = 'i!-
On a : w'(t) = sin r : ào'~sso=.::.: -:- :r = ff. 
w' et v' sont continu.es S:!:! 10: :r~ 

On en déduit que : [sin l e1- dr = -=_ :::.:::s { e' dt = [- cos t et r -r\in t el dt. 

i
- o . o Jo 
" - - 1 

- Donc : 
0 

sin t et dt = ½ [ - cos c e' J: = ë ; . 

... :~~a • 1 Changement de variable affine 
Soit/une fonction continue sur un intervalle K. c..., ac T ~ une fonction affine non constante, a et b deux 
nombres réels tels que, pour tout nombre réel x compris entre a et b, le nombre cxx + p appartienne à K. 

Si Fest une primitive de f sur K, la fonction x - ~ F (a..t". ~) est une primitive de x - f(cxx + p). 

f b [ 1 ]b 1 1 On a donc : af(ext + P) dt = a F (ext + P) a= a F (ab + P) - ex F (aa + P) 

= [~ F (u)] cxb+/3 = f cxb+/3 ~ f(u) du. 
u. cxb+/3 )ab+/3 u. 

Pour calculer l'intégrale s:f(ext + P) dt (ex ;t: o), o~ peut utiliser le procédé suivant : 

• faire le changement de variable ": u = ext + p ; on obtient : dt( = ex dt ; 

• utiliser l'égalité : lbt(ext + P) dt= ral>+/3 .!.. f (u) du. . 
a Jaa+ /3 ex 

Exemple 

fo t 
Calculer : I = ✓- dt. 

-1 2t + 3 
Posons : u = 2t + 3. On a : du = 2 dt ; donc : dt = ½ du. 
De plus : t = - 1 ç::> u = 1 ; 

t = 0 ç::> u = 3. 

\", r31(u-3) f 3 
On en déduit que: I = Ji 2 [u x ½du=¼ 

1 
( fu - / ) du 

= 1 (1 u {u - 6 fu]3 
= i - Ji 

4 3 1 3 

Intégration de fonctions paires, impaires, périodiques 

Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport à O. 
Pour tout a élément de K, on a : 

• si/est paire, fa j{t) dt= 2 fa/{t) dt La Jo • si/est impaire, fa /{t) dt= o. La 
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D émonstration 
Soit a un élément de K. On a : [ f1r) ~ = T --:-1 ~- - - %' - ) c:_ 

---« 

Posons : u = ·_ t ; on obtient : Io /{d cir = - ., - u) è.u = f•/1-u) du. 
-a - - 0 

• Si/ est paire, on a: lare-u) 6, = -~J1u) èu donc 1:/(t) dt= 21af(t) dt. 

• Sif est impaire, on a: foa/{- u) è.: =-_rt1u) du donc 1:f(t) dt= O. 

Interprétation graphique 
Supposons que la fonctic=. =---.. ,;. ?OSitirn sur [O ; a] (a> 0). 

• Si f est paire, les du---.... 7::::ffi D et D' sont symétriques par 
rapport à (OJ) et ont la c:Ë::le ai..~. 

Donc: 1 :f(t) d r = 2 _C'Jlr) d t. 

• Sif est impaire, les domaines D et D' sont symétriques par 
rapport à O et ont la même aire. 

Donc : f :J(t) dt = O. 

Exemples 
• La fonction t - cos 2t est paire et continue sur IR ; 

donc : f_t cos 2t dt= 2 Joî c_os 2t dt= 2 [½sin 2t ]! = 1. 
4 

• La fonction t - sin 2t est impaire et continue sur IR ; 

donc : J_t sin 2t dt = O. 
4 

Soit f une fonction continue sur IR et périodique, de période p. 
Pour tous nombres réels a et b, on a : 

-a 

D' 

f
b+p fb 

• /{t) dt = j{t) dt 
a+p a f 

a+p rp 
• a j{t) dt= J

0
/{t) dt. 

D émonstration 

J 

0 a 

f est continue sur IR et périodique, de période p ; donc si pour tout nombre réel x on a: fix + p) = f1x). 
Soit a et b deux nombres réels . 

• Posons : X= t - p ; on obtient: rb+p f(t) dt = 'bf(x + p) dx = f b f(x) dx = f b f(t) dt. 
Ja+p Ja a a 

• On a : f b f(t) dt = f b+p f(t) dt. 
(L a+p 

= fa f(t) dt+ fb f(t) dt + rb+pf(t) dt. 
a+p a J1, 

On en déduit que: La+pf(t) dt= Lb+pf(t) dt ; 

en particulier pour b = 0, on a : f :+pf(t) dt= f: f(t) dt. 
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Interprétation graphique 
Supposons que la fonction f soit positive sur llt 

0 la b a+p b+p 0 p a a+p 

D' est l'image de D par la translation de vecteur 
---+ 

p OI ; donc : sa(D) = sa(D') ; 
D et D' sont superposables par découpages. 

Donc : sa(D) = sa(D') ; 

f
b+p fb 

c'est-à-dire : f(t) dt = f(t) dt. 
a+p a f 

a+p f1; 
c·est-à-dire : a f(t) dt = Jo f(t) dt. 

Exemples 
La fonction t - cos 2t est continue sur IR et périodique. de période 7t ; donc : 

• t! cos 2t dt = t!:: cos zt dt = f~i cos zt dt = ' 3
.; 

2 
; 

4 4 4 

• f ~~ cos zt dt = f!+n cos zt dt = I: cos zt dt = o. 
2 2 

~ 2.,_2.1 Intégration de fonctions particulières 

Intégration des polynômes trigonométriques 
On a vu dans le chapitre 11(§ 1.3.) deux méthodes pour déterminer une primitive d 'un polynôme trigo-
nométrique. On utilise ces résultats pour calculer les intégrales suivantes. · 

1. Calculer: A= Jo½ (cos3 t sin t + 3 sin3 t) dt. 

On a : V t E IR, cos3 t sin t + 3 sin3 t = sin t(cos3 t + 3 sin2 t) = sin t(cos3 t - 3 cos2 t + 3). 

[ 
cos4 t ]~ 9 Donc : A = - - 4- + cos3 t - 3 cos t i = 4 . 

2. Calculer: B = J_\ (cos2 t - 2 sin4 t) dt. 
6 

On a : V t E IR, cos2 t = 1 + ~os 2t et sin4 t 

= (è ;t-itr 
_ 1. ( e4it + e-4it _ e 2it + e - 2it ) 
-8 2 4 2 + 3 , 

Donc : V t E IR, cos2 t - 2 sin4 t = -¼ cos 4t + f cos 2t - ¼, 
On obtient : B = f ~ (- .1 cos 4t + -1 cos 2t - .1) dt 

- 6 4 2 4 

[ 
sin4t 3 . Zt t]l = - - - + - sm - -

16 4 4 - ~ 

3✓3 7t 
=--4- -8. 
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~!:i~~!!c::m _ Intégration des fonctions rationnelles 

1. a) Déterminer· deux nombres réels a et b tels que : 
·· 1 a b 

\:/ t E IR \{- 1 ; 2}, - -=--- = -- + - - . 
t2 -t-2 t+ 1 f - 2 

b) Calculer l'intégrale : A = 11 

rZ _ ~ _ 
2 

dt. 

1 a b 
a) On a : V t e IR \ {- 1 ; 2}. .. = t + 

1 
+ t _ 

2 r-- r - 2 ⇒ 

⇒ 

{
a+b=O 
- Za + b = 1 

1 

{::i3 
3. 

b] La fonction t ._ 2 
1 

est œntinue sur [O ; 1]. On obtient : B = f1(- ( 1 ) + ( 1 ) )dt 
t - t - 2 Jo 3 t + 1 3 t - 2 

2. a) Déterminer trois nombres réels a, b etc tels que: 

1 [ 1 t - 2 1]1 
2 . . = 3 ln t + 1 o = - 3 ln 2. 

* 1 a br + c Vte!R, (Z =-t+~ . t t + 1) C + 1 

b) Calculer l 'intégrale : B = [
2 

2
dt ) 

- 1 t(t + 1 

a] On a· V t E iR* 1 = l _ _ t_ ·donc: a= 1 b = - 1 etc= O. 
, , t (t 2 + 1) t t 2 + 1 ' ' 

b) La fonction t 1-') 
2 

1 
) est continue sur l'intégrale [1 ; 2]. 

t(t + 1 

f 2 1 t :,2 
On obtient: B ~ 

1 
(t - t z + 1)dt = [ln t-½ln (t2 + 1)J

1 
= ½ln 2 -½ln 5 . 

.,._.,.,,,2.3. Calcul approché d~une intégrale 

rn~r:u::=1 Introduction b 

Soitfune fonction continue sur un intervalle K, a et b (a< b) deux éléments de K et A= {t(t) _dt. 

Lorsqu'on ne peut pas déterminer une primitive defsur K, on calcule une valeur approchée A' de A. 
L'erreur commise en remplaçant A par A' est IA - A'I. 
Il existe plusieurs méthodes permettant d'obtenir des valeurs approchées d'une intégrale A. 
Les schémas ci-dessous illustrent trois de ces méthodes lorsque f est positive sur [a; b]. 

Méthode des rectangles Méthode du point médian Méthode des trapèzes 

a b a b a b 

Dans chacun des cas : • on partage l'intervalle [a; b] en intervalles de même amplitude ; 

• on prend pour valeur approchée de f :f(t) dt l'aire du domaine colorié. 
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~~:J~ Méthode des rectangles 
On partage l'intervalle [a; b] en n ~ de même amplitude, 
b- a t d' , . , • -n- e extrem1tes a= x

0
, x l' ~ ___ :r = . 

Pour tout entier naturel i (0 Si S n - 1., !:'::. _ .__, è pom: valeur approchée 

de rxi+/(t) dt le nombre réel: b - a ,ïiz: a = Xo x , Jx; n . 0 

n-1 Jb 
On pose : sn = b ~ a L f[x) ; s,. E& -.-r:,,.:, T::: =-.:::- ~rochée de A = . f(t) dt. 

i = 0 a 

Précisons l'incertitude de la ,-aleu:- "'="- w ..__t 5 rl,;,...,m1trons que la suite (sn)n E f\J * a pour limite f,... 
On su pp ose que la fonction f est d.é:it-2.~ - == :.::::- - · Et que If' 1 est majorée par un nombre réel M sur cet 
intervalle. 
Pour tout entier naturel i (0 S i:::;; n - !.). Œï c=. : 

::::::,. 

⇒ LC-1 f{1) - f[x)] dt I S 11 ( b ~ a )2. 
On en déduit, par sommation sur les n interralles. que : (A - snl S ~ (b - a)2• 

Donc : lim s n = A. 
n ➔ + = 

Cette étude nous conduit à énoncer la propriété suivante. 

Soit/une fonction dérivable sur un intervalle [a; b], telle que If' 1 admet un majorant M sur cet 
intervalle. · 
Lorsq':[e l'on partage [a; b] en n intervalles de même amplitude et d'extrémités a = x

0
, x

1
, Xz, •• • , xn = b, 

n - 1 fb 
on a: • la suite (sn)n EN*' de terme général sn = b ~ a i~ f(x), converge vers A= J~fCt) dt 

• 'ï/ne 1\1*, IA-s I S 
2
M (b-a)2• 

n n 

a~mar ues 
n-1 

• La suite (Sn)n e f\J*' de terme général Sn= b ~ a L fîxi + 
1

), 

i = 0 
converge également vers A. 

• Lorsque la fonction f est croissante, on obtient : 
b . . 

Sn$ {f(t) dt$ Sn ; 

lorsque la fonction I est décroissante, on obtient : 

Sn$ I: f(t) dt $ Sn. 

Exemples d'utilisation 

0 

. r1 ~ /!jJ 1. ~éterminer une valeur approchée de A= Jo e-2 dt, en partageant l'intervalle [O; 1] en 10 inter-

valles de même amplitude. Majorer l'erreur commise. 
x2 

• Soit la fonction I: x - e- T . 

On a: s10 =1
~ [r(o) + 1(

1
1
0) + ... + 1(

1
9
0
)]; donc: A "" 0,875. 

x2 _• I est dérivable sur [0 ; 1) et sa dérivée est la fonction : x - e- T . 

La fonction 11'1 est majorée par 1 sur [0 ; 1) ; donc : ls
10 

- Al S 5 x 10-2. 
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;fJ;) 2. Déterminer un encadrement de B = f 
1 
:\2 , en partageant l'intervalle [O; 1] en 5 intervalles 

l!!.t!J de même amplitude. 

Soit la fonction g : x -
1 

; x2· 

g est décroissante sur l'intervalle [0 ; 1] ; donc : S
5 

$ B $ s
5

. 

Ona:s5 = ~[g(O)+gG)+ ... +g(!)] et S5 = ;[g(;)+ ... +g(;)+g(1)]. 
On obtient : s 5 = 0,83 et S5 = 0,73 . 

n-1 k 
3. Étudier la conver20 ence de la suite (u ) "''* de terme général : un = .!. ' cos ~. 

n n E '"' n k~ n 
Soit la fonction h : x - cos 1t.X. 

Partageons l'intervalle [O ; 1] en n intervalles de même amplitude (ne 1\4*). 
n- 1 . 11 

On a: u = 1. L h(!) ; u est une valeur approchée, par la méthode des rectangles, de h (t) dt. 
n n k=O n n o 

Or, h est dérivable sur [0 ; 1] et lh'I est majorée par 1t sur cet inten-alle. 

Donc: lim un= r1sin nt dt= _1. [cos nt]
1 
=1-. 

n ➔ +.. Jo 1t o 1i: 

2.a 

2.b 

2.c 

Calculer les intégrales. suivantes. 

a) r (x - 2)(x2 - 4x + 1)3 dx bJ r 2t dt 
O 1 + t 2 

c) fo½ sin t cos5 t dt d) f¼ sin x dx 
o cos2 x 

fn 3 e) eZ.• dx 
ln 2 

f) J: t etz+1 dt 

) 2e2x + 3 dx r g o e2x + 3x 
h) fln3x dx. 

1 X 

À l'aide d'une intégration par parties, calculer 
les intégrales suivantes. 

a) fo½ t sin t dt b) r X lnx dx 

c) i-1 

X e-• dx d) r t J- t + 3 dt. 

En utilisant un changement de variable affine, 
calculer les intégrales suivantes. 

a) r: (2t + 5)7 dt bJ I: Jx + 2 dx 
2 

C) _X_ dx 1
3 

o Jx + 1 
d) r t J- t + 3 dt. 

2.d Sans calculer les intégrales, justifier les égalités 
suivantes. 
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2.e 

2.f 

a) \ (xcosx)dx=O b) x. dx=O f" 1-1 3 

-2 1 x4 -x2 + 3 

c) _ x_ dx = _x_ dx f.2 J2 
-1 1 + lxl 1 1 + x 

d) f? (sin 2x- cos 2x) dx = - 2 f: cos 2x dx. 
3 

Calculer les intégrales suivantes. 

f" f3" a) J: sin2 5x dx b) i sin4 x dx 
2 

c) f: cos4 x sin2 x dx d) f: (cos4 x- sin2 x) dx. 

a) Vérifier que: 'v' x e IR\{- 1 ; -11, 
8x+5 3 2 

2x2 +3x+1 = x+1 +2x + 1· 

i2 8x 5 . 
b) En déduire la valeur de x2 + dx. 

o2 +3x+1 

2.g a) Vérifier que : 'v' x e IR\(O ; - li, 

_1_·_ = 1... _ 1.. + _ 1 _ 
x 3 + x2 x2 x x+1· 

b) En déduire la valeur de J 3 

__ 1 
1 

2 
dx. 

1..r-+x 



- ........ = ----
ApplicatiOns du calcul· i"atégral 

·---·- 3t1. Calculs d'aires et de volumes 

Calculs d'aires 
Soit f et g deux fonctions continues sur un ~e K [-€~ et (<€yl leurs représentations graphiques res­
pectives, a et b deux éléments de K (a < b,_ 
On suppose que O -.5,f 5: g sur [a : b: et o_ se propose de calculer l'aire du domaine D délimité par («6), 
(((s

9
) et les droites d'équations x = a et r = b. • 

On désigne par D1 (respecti.ai:n_œn D2) le domaine délimité par («6) (respectivement (((s
9
)), (OI) et les 

droites d'équations x = a et .r = b. 
On a : d (D) = dl(n , ) - .'.tl{D.) (C{l,g) 

= J: g ~r} dr - Lbf{t) dt J 

= r [g (t) - /(t)] dt. o a 

La propriété suivante, que nous admettons, généralise ce résultat. 

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K, (((s}. et (({s ) 
leurs représentations graphiques respectives, a et b deux elémen~ J 
de K (a< b). 
Lorsque f-.5,·g sur [a ; b], l'aire du domaine D délimité par (((s

1
), (((s

9
) 

et les droites d'équations x = a et x = b est: dl(D) = f: [g(t) - fit)] dt. 

Exemples 
• Sur la figure ci-contre, (cg} et (cgg) sont les représentations graphiques 

respectives des fonctions f: x ~ x2 - e-x et g : x ~ x 2. 

Calculer l'aire du domaine D colorié. 

f
2 2 

On a: d(D) = _J t2 
- (t2 - e-tJ] dt= [- e-i]_

2
= e2 - e- 2. 

D 

2 
• Calculer l'aire du domaine D délimité par les courbes d'équations y= x, y=~ et y= ~. 

Le domaine D peut être partagé en deux domaines D1 et D2• 

(1 ( t2
) [t2 t 3

]
1 

11 On a : d(D1) = Jo t - 8 dt = 2 - 24 o = 24 ; J 

f 
2 (1 t2) . _ [ t3 

]
2 

7 .sit(D) = 
1 

t - 8 dt = ln t -
24 1 

= ln 2 -
24 

. 

Donc : d (D) = ln 2 + ! . 

b 

2 
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Calculs de volumes 
Dans cette étude, l'espace est muni du repère orthonormé {O, I, ], K); l'unité de volume est le volume du 
cube de dimensions OI, Of et OK. 

Nous admettons la propriété suivante. 

Soit :.E un solide limité par les plans d'équations z = a, z = b (a < bJ 
et S l'a fonction qui à tout élément z de [a; b] associe l'aire de Ja 
section du solide S par le plan de cote z. 

Si la fonction z - S(z) est continue sur [a ; b], alors le volume de ~ 

(en unités de volume) est : f: S(z) dz. 

Exemples 
• Volume du cône et de la pyramide 
Soit h la hauteur (h te- 0) et 03 l 'aire de la base d 'un cône. 
Choisissons comme origine du repère le sommet O de ce cône 
et pour axe (OK) la perpendiculaire au plan (0>) de la base. 
La section du cône par le plan de cotez (0 s; z s; h) est l'image 
de la base par l'homothétie de centre O et de rapport h . 
Son aire est : S(z) = 03 x (h)2. 
Le volume du cône est donc : 

V = r h 03 zZ dz = [ 03 z
3 

] h = r&, X h . 
Jo h2 h2 3 o 3 

h 

La démonstration et la formule sont identiques pour une pyramide ; on retrouve ainsi deux résultats 
admis au collège. 

• Volume de la boule de rayon R 
Choisissons comme origine du repère le centre de la boule. 

La section de la boule par le plan de cotez (- R s; z::; R) est un 

disque de rayon J R2 - z2 • 

L'aire de ce disque est: S(z) = n (R2 - z2). 

Le volume de la boule est donc : 

'V= f R n (R2 - z 2) dz = [ n (R2 z - z
3 
)( = 1. n R3. 

-R 3 -R 3 

On retrouve encore un résultat admis au collège et démontré 
par Archimède (287-212 av. f. -C.). 
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3.2. Fonctions définies par une intégrale 

■■■ Fonctions x - [t(t) dt 

Soit F la fonction de )0 ; + oo[ vers IR définie par F{x) = r et dt et (~ F) sa courbe représentative. 
1. Déterminer l'ensemble de définition OF de F. 1 t 
2. Étudier les variations de F sur Dr. 
3. Étudier le signe de la fonction f définie par : fµ:J = F{x) - ln x. 

En déduire lim F(x) et lim FW-
x ➔ O L➔ --:r -= 

> 

4. Étudier les branches infinies de H F) ei ~ œti2 combe. 
' t: 

1. La fonction x ~ ~ est continue SUI )0 ; - ocf : ~ : ~ = }o : -"- oo[. 

2. la fonction F est dérivable sur Dr et sa dérh·ée est la mœo::, F' : .r - e1" , qui est une fonction positive 
sur Dr ; donc, F est une fonction croissante. · x 

rx t f.t: fx t 
3. On a : V x E )0 ; + 00[, j(x) = Ji ~ dt -

1 
} dt = 

1 
e t 1 dt. 

La fonction t ~ et t 1 est positive sur ]O ; + 00[ ; donc, f est négative sur ]O ; 1 [ et positive sur )1 ; + 00[ . 

• On a: V x E ]O; 1[, F(x)::; ln x et lim ln x = - oo; 
X ➔ 0 

donc: lim F(x) = - oo, 
x ➔ O 

> 

> 

• On a : V x E ]1 ; + oo[, F(x) :2:: ln x et lim ln x = + oo ; 
X ➔ +oo 

donc : lim F(x) = + oo, 
x ➔ + oo 

On en déduit le tableau de variation de F. 

4. On a: lim F(x) = - oo ; donc (OJ) est asymptote à (((6F). 
x ➔ O 

Soit x un élément de )1 ; + oo[, 

On a : V t E [1 ; x], r :2:: ~ ; donc : F(x) :2:: ½ Lx et dt. 

On en déduit que : F(x) :2:: ex-; e. 
X X 

Or : lim ex-; e = lim [ e-: (1 - e1 -xJ] = + 00• 

x ➔ +oo X X ➔ +oo X 

On en déduit que (~ F) a en + 00 une branche parabolique de 
direction celle de (OJ). 

. J~(x) 
rE::J[n::~::::1 Fonctions x ~ f{t) dt 

a(x) 

X 

F '(x) 

F (x) 

0 

J 

0 

-oo 

1 + 00 

+ 
+ 00 

0 ~ ----

,$.;JJ Soit G la fonction définie par G(x) = f2x ~ et ('(6c) sa courbe représentative. l!!!!J Jx 1 + t4 
1. Démontrer que la fonction G est impaire. 

2. Démontrer que : V x E )0 ; + oo[, x $ G(x) ::; ~ -
j 1 + 16x4 1 + x4 

En déduire lim G(x). 
X➔ +oo 

3. Justifier que Gest dérivable sur IR et déterminer sa dérivée. 

4. a) Dresser le tableau de variation de G. 

b) Calculer une valeur approchée de G (✓-[) en utilisant la méthode des rectangles. 

(On partagera l'intervalle [ [f; /z] en 10 intervalles de même amplitude.) 

c) Tracer (((6G ). 
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1. La fonction / : x ~ _ l _ est continue sur IR ; donc: De = ~­
Ji +x4 

Soit x un élément de R En effectuant le changement de variable u = - t , on obtient: 

G{- x) = 1-2x dt = l2x - du = _ G{x). 
-x j 1 + t4 Jx Ji + u4 

Donc la fonction G est impaire. 
3 

2. On a : '</ x E ]O ; + oo(,f' (x) = - 2x3 (1 + r-)-2 , la :o::::œ_o.:: f es"i. donc décroissante sur ]O ; + oo(, 

Soit x un élément de ]O ; + oo[. En appliquant l'inégalité de .œ moyenne à/ sur [x; 2x], on obtient: 

x j{2x) ::S: r2x dt ::::; x j{x) ; 
1- fï+t4 

donc : '</ x E ]O ; + oo[, X ::::; G(x) ::::; x . 
h + 16x4 Ji +x4 

Or : lim x = 0 et lim x = 0 ; donc : lim G(x ) = O. 
X ➔ +ooJ1+X4 X ➔ +ooJ1+16X4 X ➔ +oo 

3. Soit F une primitive de f sur R On a:'</ x e IR, G(x) = F(2x) - F(x ). 
G est la différence de deux fonctions dérivables sur IR, elle est donc dérivable sur IR. 

On a : '</ x E IR, G'(x) = 2 f(2x) - f(x) = 2 1 _ 4+4x4 - h +16x4 

h + 16x4 ✓1 + X
4 

- ✓1 + 16x4 J1 + x4 

3(1 - 4x4) 

=-====-===-===-- === h + 16x4 h +x4 (J4 + 4x4+ h + rnx4J 

3(1 + 2x2)(1 - ✓2 x)(l + .J2 x) =-;====--;=== =----;===-----;::= == h + 16x4 h + x4 ()4 + 4x4 + h + 16x4). 

4. a) G est une fonction impaire, on peut restreindre son 
étude à ]O ; + 00[. On obtient le tableau de variation ci­
contre. 

X 0 

G '(x) + 

Œ. 
2 

0 -

+ 00 

b) La fonction f est dérivable sur IR et a pour dérivée la 
3 

fonction[' : X~ - 2x3 (1 + x4rz. 

L'amplitude de l'intervalle [ JI ; fz] est JI. 
On en déduit que : 

G (x) Ge~)~ 
0 ~ 0 

f:i f(tJ dt~~ kto r(JI ~ Tc Ffo ). 

Avec une calculatrice, on obtient: G(JI) ~ .0 ,47. 

n·--~3.3 .. Travaux dirigés 

tl~ac.::c; ... ;;i Longueur d'un arc 
Le repère (0, I, J} est orthonormé. 
On admet que la distance d parcourue par un mobile sur sa trajectoire.entre deux instants t 1 et t 2 (t1 < t2) 

f tz est d = V(t) dt, où V(t) désigne le module du vecteur vitesse à l'instant t . 
~ . 

Un mobile M se déplace dans le plan. À tout instant t (t > 0) les coordonnées (x(t) ; y(t)) de M sont: 
' ( t2) x(t) = t2

. et y(t) = t 1 - 3 . 
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1. 

1 °) Déterminer une équation de la trajectoire (~ ) de M ; tracer (~). 
2°) À tout instant t le vecteur vitesse V(t) a pour coordonnées (x'(t) ; y'(t)). 

a) Calculer V(t). 

b) Déterminer la distance parcourue par M entre les instants O et 3. 
Représenter graphiquement la partie de ('€) correspondante. 

c) Déterminer la distance parcourue par M entre les points d·abscisses O et 3. 

Solution 
1 °) On a: t = r; et XE [O ; + oo[ ; 

donc: y= ,f";(1 - ~) (x E [O; + oo[). 

(~) est donc la courbe représentative de la fonction J!': .r- -:;-(1 - ~ 

Cette fonction est dérivable sur ]O; + oo[ et a pour &!,re ra fonctionF : .r ~: -.r . 

On en déduit le tableau de variation et la trajectoi..-e -i.1- 2 .r 

X 0 1 + 00 

[' (x) Il + 0 -
2 

f(x) / 3~ 
0 - 00 

2°) a) On a : x ' (t) = 2t et y '(t) = 1 - t 2• 

Donc : V(t) = J x'2(t) + y'2(t) = 1 + t2• 

b) La distanc~ parcourue par M entre les instants O et 3 est : f (1 + t2) dt = [ t + t; ] ~ = 12. 

L'arc de (~) correspondant est colorié sur la figure. 

c) L'arc de (~) compris entre les points d'abscisses O et 3 a pour longueur la distance parcourue par M 
entre les instants O et fi. 

r /3 3 /3 c-
C'est-à-dire : Jo (1 + t2

) dt = [ t + t3 t = 2 v 3. 

O!:l&?~:;JJ Détermination de centres d' inertie 

• Le centre d'inertie c(:~) d'un système den points matériels Ak(::) de masses respectives mk est le 

barycentre des points Ak affectés des coefficients mk. · 
n n 

L. mk xk L. mk Yk 
k=1 k=1 On a: Xe= n et Yc= __ n __ _ 

L. mk L. mk 
k=l k=l 

. • On admet que le centre d'inertie G d'une plaque homogène, délimitée par une courbe (~}, (OI) et les 
droites d'équations x = a et x = b, a pour coordonnées : 

I: xf(x) dx ½ J: f2(x) dx 
Xe= ---- et Yc = ----- . 

J: f(x) d\: I: f(x) dx 

1 °) Déterminer les coordonnées du centre d'inertie du quart de disque, ensemble des points M(x) tels 
que: x2 + y 2 :,; R2, os x et os y (0 :,; R). y 

2°) Déterminer les coordonnées du centre d'inertie de la plaque homogène délimitée par la courbe 
d 'équation y= lnx, (01) et les droites d'équations x = 1 et x = e. 
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Solution 
1 °) La droite d'équation y= x est axe de symétrie de la plaque; donc : Xe = Yc· 
Le quart de cercle a pour équation : y = ! R2 - x2 (0 ~ x ~ R}. 

1. fR (R2 - x2) dx 
2 Jo 

Donc : Yc = -------

LR JR2 - xz dx 

• 1 fR (R2-x2) dx=1[Rzx _ x3]R= R3 
2 Jo~ - - 2 3]o 3· 

• fR JR2 - x2 dx = ~ R2 ( aire du quart de disque;. 
Jo 4 

Donc : Xe = Ye = ~~ . 

f x lnx dx 
2°) On a : Xe = -----f lnx dx 

- . 
et Yc = 

R 

0 R 

En utilisant la méthode d 'intégratio:1 ?==' ~es. on obtient : 
J 

e-2 -2-
re ln x d r = 1, re x ln x d.r = fi- ::- : et 1. f e ln 2 x dx = e - z . J1 J1 -= 2 1 2 

e2 + 1 Donc : x G = ~ et e - 2 
Yc =-2- · 

~ E xercices 
3.a Calculer l'aire, en unités d'aire, de chacun des 

domaines coloriés suivants. 
a)_____ b) 

- - M M -i- - - - - ~ 

1 ~+ e-x ; : 
' ' ' ' - -i- -- - - 1 

3.b L'unité graphique est égale à 2 cm sur chaque 
axe du repère. 
Dans chacun des cas suivants, tracer les courbes 
représentatives des fonctions f et g puis calculer 
l'aire, en cm2

, du domaine compris entre ces 
deux courbes. 

a) j(x) = - x2 + 4x et g(x) = (x - 4)2 
x2 ,-

b)J{x) = - et g(x) = 2 ,tx. 
4 

3.c n étant un entier naturel non nul, comparer 

géométriquement f .x" dx et f 'Vx dx. 

Retrouver le résultat par le calcul. 
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---1--------'-; - -'-- - -

0 e2 + 1 e -4-

3 .d L'espace est muni du repère orthonormé (0, I, J, K). 

3.e 

Représenter en perspective les solides suivants 
puis calculer leurs volumes. 

{

x2 + y2 +z2 sl {x2+y2 + z2 s l 
a) [3 b) [3 

z< - z> -- 2 - 2 

Dans chacun des cas suivants, déterminer l'en­
semble de définition de la fonction F et préciser 
sa fonction dérivée ; en déduire le sens de varia­
tion et le signe de F. 

a) F(x) = fx [t 
2 

dt 
1 1 + t 

c) F(x) = lx ln t dt 
J1 t + l 

b) F(x) = r /t e-t dt 

Jl 2 
d) F(x) = x e- t dt. 

3.f Soitfetg les fonctions définies par : 

f(x) = 6 et g(x) = r ~f1t) dt . 
1 +x2 X 

1. En notant F une primitive de f sur IR, expri­
mer g(x) puis g'(x) en fonction de x. 
2. En déduire le sens de variation et le signe de 
la fonction g. 



~E . ~ 
~ xerc1ces 
Le plan est muni du repère orthogonal (0, I, ]). 2. En déduire un encadrement de r: sin x

2 
dx. 4 1 +x 

8 Soit a et b (a< b) deux nombres réels de l'inter-
valle [ o; ~[-
1. Démontrer que : 

'"i X E [a· b] - 1- < - 1- < - 1-
' ' cos2 a - cos2 x - cos2 b" 

Z. En déduire que : 
I ntégrale d'une fonction 
continue • b -_ a s tan b - tan a ::;; b - a . 

cos- a cos2 b 

1 Calculer les intégrales suivantes. 

a) L: 2t3 dt b) L: -t4 dt 

c) f 2 ~ dt d) J: ✓s ds 

eJ r sin 2t dt 

g) f sin (x + ~ ) dx 

fJ 1~ (2 - 3 sin x) dx 

h) f !1!. (3 cos x - sin x) dx. 
4 

1 Dans chacun des cas suivants, exprimer à l'aide 
d'une intégrale la primitive de la fonction f qui s'annule 
en 1 ; préciser l'ensemble de définition de cette primitive. 

1 · 1 
a)f(x) = 

1 
+x2 b)f(x) = 

4 
_ x2 

c) f(x) = x h - x d) f(x) = ln (1 + x). 

3 L'unité graphique est égale à 2 cm sur chaque 
axe du repère. 
1, Tracer la courbe représentative de la fonctionx ~ x-x3. 
2. Calculer l'aire, en cm2

, de l'ensemble des points M() 
telsque0Sx::,1 et o:s;y:s;x-x3• Y 

4 L'unité graphique est égale à 2 cm sur (01) et à 3 
cm sur (OJ). Représenter les domaines suivants puis cal­
culer leur aire en cm2. 

{
-~<x<.!E. 

2 - - 2 a) . 
Ü ::, y $ 3 + 2 COS X 

{ 
1 ::,x::;; 2 

b) 2 . 
o::;y:s; z 

X 

5 Calculer les intégrales suivantes. 

aJ f lx- 31 dx bJ (
1 

J1 -xJ3 dx 

c) L: Il - x 2 J dx d) fi Jex -11 dx. 

6 · Sans les calculer, ranger par ordre croissant les 
intégrales suivantes. 

11 . fl sinx 11 . il r . x esmx dx, J _e_dx, x2 esmx dx et -IX esmx dx. 
0,1 0,1 X 0,1 0,1 

7 1. Démontrer que : 

\::/ x E [E.; n], sin x ::;; sin x < sin x 
2 1 + 1t2 1 + x2 - 1 + 11.2· 

4 

9 Calculer la valeur moyenne de la fonction x >-4 lxl 
sur rmleiTalle (- 2 ; 21, en utilisant : 
a} la formuJe ; 
b) l'interprétation graphique de la valeur moyenne. 

1 0 On appelle valeUI moyenne d'une fonction pério­
dique continue sur IR, la valeur moyenne de cette fonction 
sur un intervalle dont l'amplitude est une période. 
Déterminer la valeur moyenne des fonctions x : - cos x , 
x : - sin x et x : >-4 cos2 x. 

T echniques de calcul 
intégral 

11 Calculer les intégrales suivantes. 

a) r1 3x dx b)f.1 X dx 
Jo (x2 + 112 -2 j 9 _ x2 

c) ru X e-xZ dx d) iz ~ dx J3 0 ex+ 3 

e) f!l!. tan2 x dx f) fat (tan x + tan3 x) dx 
4 

g) f ! 2!. sfn4 x cos x dx h) 1~ sin x sin 2x dx. 
2 

1, Calculer les intégrales suivantes. 

a) 1: eX (e-~ - 1) dx b) f !2!. tan x dx 

i, 2 il 6 1 
c) (2x + 1) Jzx + 1 dx d) -\ex dx 

0 2 X 

e) J.eJ ln x dx f) f c3 _1 - dx 
¾ x 

0
xlnx 

f
e3 

1 a) ---,- dx 
0 x (ln x)2 

e 

h) Ji- 1 + tan
2
x dx. 

¾ tanx 

13 Soit/la fonction définiesur l'intervalle]-; ; ; [ 

par :/lx)= 1. . 
1 - SlllX 

1. Exprimer à l'aide d'une intégrale la primitive de la 
fonction f qui s'annule en O. 
2. Déterminer cette primitive. 
(On pourra remarquer que : 
\::f x E ] _ 2E. . ~[ 1 = 1 + sin x ) 

2 '2 '1-sinx (1-sinx)(l+sinx)' 
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I ntégration par parties 

14 À l'aide d'une intégration par pêL-fus. a:loil~ 
les intégrales suivantes. 

a} fo-i (Zx +1) cos x dx b} r (x - 1) çi- :!r.:x 

c} f (2x + l)ezx dx d} r (2r - : l:: .r è.L 

15 À l'aide d'une intégration ~ ~ -e; c:c._lcu!er 
les intégrales suivantes. 

a} r x 2 ln X dx b} _r:, .r f=. .:r èr 

l
ll. 

C) 4_X_dx 
o cos2 x 

è. z .r - l dx. 

16 Dans chacun des cas sui'rallts. à l'aide d'une 
intégration par parties rléœ:mîaer une primitive de la 
fonction f sur K. 

a} fix) = (x + 1) cos x , K = R 

b} f(x) = ln X , K = ]O; + oo( 
~ X 

c} fix) = (3x + 2)e2x, K = IR 

dJ/(x)=ln·'-~~ 1 , K=]l;+oo[. 

17 À l'aide de deux intégrations par parties, calcu­
ler les intégrales suivantes. 

a} r x 2 cos X dx b} fo-i x 2 sin 2x dx 

c} r x 2 Er dx d} fo1 (3x 2 -X+ 1) Er dx 

e} r x2 e3x dx 

g} f COS X Er dx 

f} L: (1 + x)2 e-x dx 

h} f ~½ cos 3x e2x dx. 
2 

( hangement de variable affine 

18 À l'aide d'un changement de variable affine, 
calculer les intégrales suivantes. 

a} fo
1 

x J x + _1 dx · b} f_ ~ 3 

x h - x dx 

ll I 2 x2 
c} . 

2 
x 2 Jzx + 1 dx d} 5 ( ) 5 dx. 

o 3 3x - 4 

19 Soit a et b deux nombres réels strictement posi­
tifs. 
1. Démontrer, à l 'aide d'un changement de variable affine, 
que : ra dt = rab dl . . 

J1 t Jb t 
2. Quelle propriété de la fonction logarithme népérien 
retrouve-t-on? 

10 Sans faire de calcul, donner les valeurs des 
intégrales suivantes. 
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a} il (x3 - tan x ) cb.· 
6 

b} f_t 2x2 sin x dx 
4 

C °T ~ .:r - 5Ï!l .:r) dr 
_.J.. 

d} J.
1 

ln(2
2 
-xj dx. 

-1 + X .., 

'"X 

1 L G=b :,- sin x dx. 

2.. En dédui=e ,;;. -~ des intégrales suivantes. 

aJ r"sin .r dr et -~:.. :sin .ri dx 

b} 12:.. sin .r dr a .L sin .ri dx 

c} f"sm x d t" et ll: lsin :ri dx 

d) f ~ lsin xi dx. 
2 

1 ntégration de fonctions 
-particulières 

Il Calculer les intégrales suivantes. 

a} fo-î (cos3 x-3cos x sin x) dx b} 1: sin4 x dx 
2 

c} 11 cos5 x dx 
4 

d} fo"¼ cos2 x cos Zx dx. 

13 On considère les deux intégrales : 

A= f: sin2 x cos4 x dx et B = f: cos2 x sin4 x dx. 

1 . Calculer A + B et A - B. 
2. En déduire les valeurs de A et B. 

14 On considère la fonction f : x - 2
( x + 5)2 x+1 

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que : 

V x E IR\{-1),/(x) = ___g_ + (_.1L_)2, 
x + 1 x+1 

2. En déduire la valeur de r3 

(Zx + 5)
2 

dx. Jo X + 1 

15 On considère la fonction/: x - x
2 

-
1 

. 
• x(x2 + 1) 

1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 
V x E IR*,f(x) = a + bx + c. 

X x 2 + 1 

J3 x2 - 1 
2. En déduire la valeur de --- dx. 

1 x(x2 + 1) 

16 On considère la fonction f: x - x3 + 3x2 + 5x + 2 . 
x+1 

1. Déterminer quatre nombres réels a, b, c et d tels que : 
V x E IR\{-1},f(x) = ax2 + bx + c + _ d _ _ 

x+1 

2. En déduire la valeur de 13 

x
1 

+ 3x2 + 5x + 2 dx. 
o x +1 



lf!J
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C alcul approché d'une 
intégrale 

17 En utilisa:m !ê:. :;:;;:â:.,_,ë.. ::a;:- ➔ .-> :fe::r ~ ­
miner une valem c,;,:-oc:i.~ ~ : 

L~ h +x2 d.r. 

{O~ partagero :~ [- ; : 1] e; 15 ..:..----=• 7:;,,;:6 
même amplifmk.} -

18 Soi1 _\ =Il, 1 - .t2 dx. 

1. En utilisant la méthode des rectangles et en partageant 

l'intervalle[~ ; ~ ] en 10 intervalles de même amplitude. 

déterminer un encadrement de A. 

2. Déterminer le nombre d 'intervalles nécessaire pour 
obtenir, par cette méthode, un encadrement d 'amplitude 
inférieure à 2 x 10- 3 • 

19 1. Calculer r1 _è:__ Jo 1 + x 
2. a) En partageant l'intervalle [O ; 1] en n intervalles de 
même amplitude, déterminer par la méthode des rec­
tangles une valeur approchée en fonction de n de cette 
intégrale. 

n 

b) En déduire que : lim 2 - 1- = ln 2. 
n --> +oo p=l n + p 

C alculs d'aires et de volumes 

30 L'unité graphique est égale à 1 cm sur chaque 
axe du repère. 
Le pétale de la fleur ci­
contre, correspondant à 
x;::: 0 et y;?: 0, est limité par 
les courbes représenta­
tives d'une fonction poly-
nôme du second degré de 2 
[O ; 2] dans [O ; 2] et de sa 
fonction réciproque. 
Calculer l'aire, en cm2 , de 
la fleur. 

31 On considère les fonctions: 
. 1 .A 3 .. ? 3 . . 1 2 f. X >-4 4 X- - z..l:- + 2 x et g . X - 4 x. 

1. Résoudre dans~ l'inéquation: f(x) s:; g(x). 
2. Représenter graphiquement les fonctions f et g sur le 
même graphique. 
3. Calculer l 'aire, en unités d'aire, du domaine constitué 
des points dont les coordonnées vérifient: f(x) s:; y s:; g(x). 

31 Soit fla fonction définie par : 

{
f(x) = x ln lxl, si x etc o_ 

f(O) = O 

1. a) Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
• ensemble de définition. 
b) Étudier f et tracer sa courbe représentative (~). 
2. a) Calculer l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité 

par (~ ), (OI) et les droites d'équations x. = a et x = 1 
(O <a< 1). 
b} Quelle est la limite de cette aire lorsque a tend vers D ? 
3. En déduire l'aire, en un ités d'aire, du domaine délirrùté 
:?ET (f€), (OI) et les droites d 'équations x = - 1 et x = 1. 

33 Le repère (0, I , J) est orthonormé . 

~ 1:. fonction f: x >-4 x + 1 - e ~ et (c€) sa courbe repré-
se::zi\a l+e" 

L = :::l§:::--œJtrer que f est une fonction impaire. 
~ ~ ,.et tracer (~ ). 
~ - e--, ; ::rrr les primitives de f 
Oc ~ -5.ntl.nJuer que :- 1 - . = 1 - ~.) 

• l+e-' l + e" • 
- C> ~:::-~ en unités d'aire, du domaine délimité 
?2 ~ a.: .zE ~ d·équations y= x - 1, x = 0 et x = a 
fa>C,._ 

c, Q=r ~ = ,:s: .e. p- - - l3 œ1e aire lorsque a tend vers + oo ? 

3' Parr:-~ e::::Se aaturel non nul n et tout 
nombre réel a ~ Œ.J égal à 1. on désigne par Dn(a) 

{

1 :,;xs:;a 
l'ensemble des points _\tl:;} teJ..s qne : 1 . 

\y o :,;ys:; -
x n 

1. Calculer l'aire, en unités d 'aire, de D
1
(a). 

Déterminer la limite de cette aire lorsque a tend vers + oo. 

2. Calculer l'aire, en unités d'aire, de Dn(a), pour n > 1. 
Démontrer que cette aire a une limite finie lorsque a tend 
vers+ 00• 

35 Le repère (0, I, J) est 
orthonormé. J +---:-:-----:,,, 

(~1) et (c€2) sont les courbes 
représentatives sur l'intervalle 
[D ; 1] des fonctions : 

x >-4 x 2 et x - Jx. 

1. Vérifier que les domaines 
D1 , D2 et D3 ont la même aire. 
2. En tournant autour de (OI), les domaines D

1 
u D

2 
(colorié) et D3 engendrent deux solides S

1 
et S

2
. 

a) Comparer les volumes de S1 et S
2

• 

b) Pouvait-on prévoir un tel résultat? 

36 1. Démontrer que : 
V t e [D ; 1], 0 s:; 1 - t + t2 - t3 + t4 -

1 
1 t :,; t5 . 

2. En déduire que : V x e [O ; 1), + 
x:2 x3 x4 x5 .:t..6 0 s:; x - 2 + 3 - 4 +. 5 - ln(l + x) s:; 

6
. 

3. Déduire de l'inégalité précédente un nombre rationnel 
qui est une valeur approchée de ln(1, 1) à 2 x 10- 7 près 
par excès. 

37 1. Démontrer que, pour tous entiers naturels p 

et q, on a : L1 xP (1 - x)<J dx = f xi (1 - x}I' dx. 

2. Calculer l'intégrale : f x 2 (1 - x)15 dx. 

38 .Soit F et G les fonctions définies par : 

F(x) = In( tan I) et G(x) = ln(x + Ji + x 2). 
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1.. ~ !es ensembles de dériYabilité de F et de G, 
-~ céœr:miner leurs fonctions dérivées. 
i E:l èédui.re le calcul des intégrales : 

~ ~ dt et J1 

_Qf_. 
-'î- sm t -1 J1 + t2 

39 Soit la fonction f: x - (2 - x)e-< et (~) sa cour­
be représentative. 
1. Étudier la fonction/ et tracer (<f5). 
2. Soit Pla plaque homogène délimitée par(~ ). (OI) et les 
droites d'équations x = - 1 et x = 2. 
Déterminer les coordonnées du centre d'inertie G de P. 

40 Déterminer la position du centre d'inertie d'un 
demi-disque homogène de rayon R. 

41 On désigne par(~) la courbe représentative de 
la fonction x >--+ x ln x. 
1. Déterminer les coordonnées du centre d'inertie d'une 
plaque homogène délimitée par (~ ). (OI) et les droites 
d'équations x = a et x = 1 (0 < a < 1). 
2. Déterminer la position limite de ce centre d'inertie, 
lorsque a tend vers O. 

41 La trajectoire (~ ) d'un point mobile M du plan 
est définie par : . 
x(t) = cos t + cos2 t et y(t) = sin t + sm

2 
2t (t e IR). 

Calculer la distance parcourue par M entre les instants 0 
1t 

et 2' 

43 La courbe (~ ) ci-dessous représente la trajectoire 
entre les instants 0 et 10 d'un mobile M dont le mouve­
ment est tel qu'à tout instant t le vecteur accélération - . r(t) a pour coordonnées : (cos t - t sin t; sin t + t cos t). 

/ I"-.. 

" 
" 

\ 
\ 

- · -· ·-· .) ,,,.,.,.. -.... 
J ,, -I j 

Q_ 1 -·- ·--· ~-~ ... - - ff - · .--- ·7 
\ 

/ 
'\ 1 / ,....._ V 

l 

À l'instant t = l le mobile est en M (~) et son vecteur 

vitesse a pour coordonnées ( 0 ; ;). 1 

-1. a) Déterminer le vecteur vitesse V(t). -b) Calculer IIV(t)II et en déduire la longueur de («5). 

2. Déterminer une équation paramétrique de la courbe (~ ). 

44 1. Soit x un élément de (0 ; + oo(, 

Démontrer que : J: cos t dt :s; x. 

En déduire que : V x e (0 ; + 00(. sin x :s; x. 
2. Par un procédé analogue, démontrer les inégalités sui­
vantes: 
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b) V XE [0 ; + oo (. sin x :2'. x - ~ 
-2 t" 

c) \;;/ X E [0 ; + oo(. COS X :s; 1 - \ + 24 
. x3 x 5 d)Vxe [0 ;+oo(, smx;S;x-6 +

1 20 
x2 .é x6 

e)Vxe [0;+ 00 (. cosx2:1-2 + 24 - 720. 

3. Déduire de c) et e) que : 
x2 x4 x6 xz x4 

V x e IR, 1 -2 + 24 - 720 :s; cos x :s; 1 - 2 + 24 . 

4. Démontrer que ~:~ est une valeur approchée par excès 

de cos½ à 2,5 x 10-s près. 

45 Le repère (0, I , J) est orthonormé. 
1. En considérant l'aire du disque de centre O et de rayon 

1, justifier que : Jo1 Ji - x 2 dx = ¾. 
2. a) Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. 
Déterminer l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité 

par l'ellipse d'équation réduite : (~)2 + (ï)2 = 1. 

b) Sur la figure ci-dessous, on a représenté les fonctions : 

x- J1- (Y-)2. 
X >--+ Ji - (X - 1 )2, 

x--J1-(i)2. 

J 

0 

XE [- 2; 1] 

XE [1 ; 2] 

XE [- 2; 2]. 

Comparer l'aire du domaine colorié avec celle du domaine 

délimité par l'ellipse d'équation réduite: (f)2 + y 2 = 1. 

3. Sur la figure ci-après on a représenté les fonctions : 

X - jt - (X+ 1)2, XE [- 2; -1] 

X - 2 - ✓ 1 - (x + 1)2, 

x-1 + cos(~x) + jt -(x-1)2
, 

XE [-1 ; 0] 

XE [0; 2] 

XE [- 2; 2]. 

Déterminer l 'aire, en unités d'aire, du domaine colorié. 



46 Calcul der Jx2 + 3 dx 

Le repère (0, I, J) est orthonormé. __ 
Soit la fonction f: x - 1 - x + ✓x2 + 3 et ('<6) sa œmbe 
représentative. 
1. a) Étudier f et tracer (~). 
b) En déduire que f admet une fonction réciproqua. do:ü 
on précisera l'ensemble de définition D. 
2. a) Tracer, sur le même graphique que (<ts), la rou::œ 
représentative de f-1 . 

, 3 - (x- l f 
b) Demontrer que : 'v' x E D,f-1(x) = ( ) 

2x - 1 
e+ JJ 

3. a) Calc~ler : J
2 

J-1(x) dx. 

Îl il -b) En déduire Jo f(x) dx, puis 
O 

, .r2 T 3 dr. 

4 7 Soit (In)n e N la suite définie par : 

I = ît dx 
n Jo cos2n+l x · 

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que : 
V [o . ~] _ 1 _ _ a cos x b cos x 

x E ' 4 ' cos x - 1 - sin x + 1 + sin .l: . 

En déduire la valeur de 10 • 

2. Démontrer, à l'aide d'une intégration par parties, que : 

V n e N*, Zn¾ = (Zn - l)ln-l + Ji . 
(On pourra écrire In sous la forme : 

I = î¾ 1 _ 1_ dx) 
n Jo cos2 n-1 x cos2 x · 

48 Soit Un)n e N la suite défin ie par : 

I = Î% sinnx dx. 
n Jo cos x 

1. Calculer 10 et Ir {Pour 10' on pourra procéder comme 
dans l'exercice précédent.) 

2. Calculer l'intégrale f: sinn x cos x dx. 

3. En déduire l 'expression de In+z - In en fonction de n, 
puis la valeur de 12 , 1

3
, 1

4 
et 1

5
. 

49 Soit (In)n e N la suite définie par : 
I - rn- cos" X dx 
n - J¼ sin2 x · 

1. Calculer 10 , 11 et 12 . (Pour la, on pourra utiliser le chan­
gement de variable : t = ~ - x.) 

2. Démontrer que la suite (¾,) est positive et décroissante. 
Est-elle convergente ? 
3. a) Démontrer que pour tout x élément de l'intervalle 

[¾ ; J] et tout entier naturel n non nul, on a : 

0 :,; cosn x ~ 2 (✓2)". 
sin2 X 2 

b) En déduire la limite de la suite (I"). 

50 Soit (I ) N la suite définie par : 

i
1 

n n e 

In= 
0 

x" J 1-x dx. 

1. À l'aide d'une intégration par parties, trouver une rela­
tion de récurrence entre In et In+J' 

2. Calculer 10 • 

3. En déduire I,,. 

51 Un encadrement de 1t 

Soit (In)n e N la suite définie par : In= {' sin" x dx. 
1. Calculer 10 et 11 . 

2. Sans calculer I", démontrer que la suite (In) est décrois­
sante. 
3. À l'aide d'une intégration par parties, démontrer que: 

V n e N, I +
2 

= n + 1
2 

I . 
n n + n 

4. a] Calculer 19, I10 et 111 . 

217 216 

b) En déduire que : 
4 2 

:,; 1t ~ 
4 2

· 
3 X7 Xll 3 X 5 X7 

51 Soit (In)n e N la suite définie par : 

~ = J: tan" X dx. 

1. Démontrer que la suite (In) est positive et décroissante. 
2. a} Pour tout entier naturel n, déterminer la dérivée de 
!a fonction x f---c> tann+i x. 
b., En déduire que : 

• - ""'* I + I -
1 

(1) • n E '" ' n n+2 - n + 1 ; 

• '"" /\* 1 < I < 1 . · n E ' 2n + 1 - n - n + 1 ' 

c) On pose : V n E N*, /ln) = In+ 4 - ln. 

Utiliser (1) pour démontrer que: 

V n E N*, fln) = __!_
3 

- __!_
1

. 
n + n+ 

3. a) Calculer 12• 

b) Démontrer que : V ne N*, 
/l2) + /(6) + /llO) + ... + /l4n - 2) = 14n + 2 - I2• 

c) En déduire que : 
l' ( 111 1 l)n 
n
1
~ + = 1 - 3 + 5 - 7 + · · · - 4n - 1 + 4n + 1 = 4 · 

4. a) Calculer 11. 

b) Démontrer que: V n e N*, 

f(l) + f(5) + /(9) + ... + /l4n - 3) = l4n+t - I1. 

c) En déduire que: 

1. ( 1 1 1 1 1) 1~ + = 1 - 2 + 3 - 4 + · · · + 2n - 1 - 2n = ln 2·· 

f
x 2 . 1 

53 Soit la fonction F: x - x ½ e-r dt. 

1. Justifier que l'ensemble de définition de la fonction F 
est JO ; + oo[. 
2. Utiliser les propriétés de comparaison des intégrales 
pour étudier le signe de la fonction F. 
3. a] Étudier la dérivabilité de F sur son ensemble de 
définition puis déterminer sa fonction dérivée. 
b) En déduire le sens de variation de F et retrouver ainsi 
son signe. 

54 On rappelle que : V x e ]O ; + oo[, ln x:;; x - 1. 
A - Soit f la fonction définie par : 

{
/lx)= ~l, six > 0 

X- IlX 

/10) = 0 

et (c<6) sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition. 
2. Étudier f et tracer (Cf&). (On construira la demi-tangen­
te en O et la tangente au point d'abscisse 1.) 
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B - On se propose d'étudier la fonction F définie par : 

F(x) = r f(t) dt. 

1. a) Justifier que F est définie et dérivable sur [O ; + oc{. 
b) Étudier le sens de variation de F. 
2 .. Déterminer le signe de F. 
Donner une interprétation graphique de ce résultat. 
3. a) Démontrer que : 'dt e [O; 1],f(t) $ t. 
b) En déduire que : 

x2 - 1 
• 'r;/ x e [O ; 1], -

2
- $ F(x) $ 0 ; 

• -½ $ F(O) $ O. 

(On ne demande pas la valeur exacte de F(O).) 

4. a) Démontrer que: 'r;/ te [1 ; + oo[, 1 $/(t). 
b) En déduire que : 

• "ï/ x E (1 ; + oo[, x - 1 $ F(x) ; 

• lim F(x) = + oo, 
x-++ oo 

5. a) Démontrer que : 
'dt e [1 ; + oo[, 1 + l~ t $/(l) $ 1 + ln t. 
b) En déduire que: 
'd x e [1 ; + oo[, x + lnix)

2 
- 1 $ F(x) $ x ln x . 

c) Déterminer une valeur approchée à 10-2 près de F(2), 
F(3), F(4) et F(5). 
(On prendra la moyenne arithmétique des valeurs qui 
encadrent chacun de ces nombres.) 

55 Irrationalité de e 
1. a) Démontrer que : 

'r;/ X E [0 ; 1), 1 + X $ e'° $ 1 +X'+ X. 

320 Intégration 

(On pourra étudier les variations de la fonction 
f:x- e'"-1-2x et on admettra que e < 3.) 

b) Déduire de la question précédente que: 
xz x2 x2 

Y x e [o ; 1J. 1 + x + 2 $ er s 1 + x + 2 + 2 . 
c) A. l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer 
que pour tout entier naturel non nul n, on a : 

f-:t:k (~xk) xn 
~ :r E ro: 11. L k. , $ ax $ L. k' + ,. 

k = O · k= 0 • n · 
?.. a::: actjrlère les suites (un)neV et (vn)neN* de termes 

• 
· - "" 1 et 1 ?"-=-a::::x : u. = L k' en = u n + 1 . 

î:= 9 . n . 

"'} :::ë:--o:::7:'I"': q •-.o: • n E • ". un Se S vn. 

b ==:: ê_éè_..,-;:e ~ : 

- -'"e 1 < <e , n : • . - 1 - un -n. 
et < < 1 e _ v

11 
_ e + 7 . 

n. 

c) Démontrer que les suites (un) et (vn) convergent toutes 
dem: vers e. 

d) Démontrer que les suites (u,.) et (vn) sont monotones. 

3. L'objectif de cette partie est de démontrer que le 
nombre e est irrationnel. 
Soit q un nombre entier naturel non nul. 
On pose : p = q e. 

a) Démontrer que : q ! uq $ p (q - 1) ! $ q ! uq + 1. 

b) Démontrer que: q ! uq e N. 

c) Démontrer que p n'est pas un nombre entier. 

d) Conclure. 
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Généralités 
t.~1ct, Notion d'équation différentielle 

• Soit les fonctions f: x - e4x et g : x ~ sin5x. 
- Calculer la dérivée f' de f et démontrer que, pour tout nombre réel x, on a : 

f'(x) - 4f(x) = O. 

- Calculer la dérivée seconde g" de g et démontrer que, pour tout nombre réel x, on a: 
g"(x) + 25g(x) = O. 

La fonction f est dérivable sur IR. Elle est liée à sa dérivée f' par la relation : f' - 4[ = O. 
On dit que f est solution de l'équation différentielle : y' - 4y = O. 
De même la fonction g est solution de l'équation différentielle : y "+ 25y = O. 

• Oscillateur mécanique libre 
Sur la figure ci-contre, le solide S de centre d'inertie 
G est soumis à trois forces : 

-► 

- son poids P, 
➔ 

- la réaction R de la tige sur laquelle il coulisse, 
-► 

- la tension T du ressort. 

0 . 1 

► . R 

-> p 

-► -► -> -► -+ . 
D'après le théorème du centre d'inertie on a : P + R + T = my(l), où m désigne la masse de S et y(l) son . 
vecteur accélération à l'instant t. 
➔➔ -► ➔ -+ 

Or: P + R = 0; donc: T = my(t). -. -► 
Désignons par x(t) la position de G dans le repère (0, I) à l'instant t ; on a : y(t) = x"(t)OI. 

➔ -+ . 
La tension du ressort à l'instant t est donnée par la formule T = - /cx(t)OI, où le est la constante de rai-
deur du ressort. On a : - /cx(t) = mx"(t). 

On en déduit que le mouvement de l'oscillateur est solution de l'équation différentielle : x" + ~x = ·o . 
. m 

Y...2.cabulaire_etJ)otation 

• Une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées successives est appelée équation différentielle. 
La fonction inconnue est souvent notée y et ses dérivées successives y', y", y"', ... 
• Une équation différentielle est dite d'ordre n lorsque le plus grand ordre des dérivées intervenant dans 
cette équation est n. 
Ainsi, 2y" - y' - y= 0 est une équation différentielle d'ordre 2. 

• Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle ouvert K est appelée solution sur 
K de cette équation différentielle. 
Ainsi, la fonction x ~ e-\: est une solution sur IR de l'équation différentielle : 2y" - y' - y= O. 

• Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle sur un intervalle ouvert K c'est déterminer l'en­
semble des solutions sur K de cette équation différentielle. 

• La courbe représentative d'une solution d'une équation différentielle est appelée courbe intégrale de 
cette équation différentielle. 

:;;~- 1.2 •. Équations de types y' = f{x) et y" = g(x) 

E1L.:'l~-~ · Équations du type y' = f (x) 
1. Résoudre sur IR l'équation différentielle (E

1
) : y'= - 6.r. 

Une primitive sur IR de la fonction x ~ - 6x2 est la fonction : x ~ - 2x3• 

Donc, les solutions sur IR de (E1) sont les fonctions : x ~ - 2x3 + c (c E IR). 
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2. Résoudre sur]- ; ; ; [ l'équation différentielle (E
2

) : y'= 1 + tan2x. 

Déterminer la solution de (E) vérifiant: y(O) = 1. 

Une primitive sur ]- ; ; ; [ de la fonction x ~ 1 + tan2x est la fonction : x 1-7 tanx. 

Donc, les solutions sur ]- ; ; ; [ de (E
2
) sont les fo.nct:ions : x 1-7 tanx + c (c E IR). 

y(O) = 1 ~ c = 1 ; donc la solution sur-]- ; ; ; [ èe ~ ,érifiant y(O) = 1 est la fonction: x 1-7 tanx + 1. 

m~i&itwww Équations du type y" = g(x) 
1. Résoudre sur IR l'équation différentielle (E

1
) : y-= .s:inr.. 

On a : (E1) <=} y'= - cosx + c
1 

(c
1 

E IR) 

<=} y= - sinx + c1x + c2 (c1 E IR, c2 E ~ ). 
• 

Donc, les solutions sur IR de (EJ sont les fonctions : .r - - s=i.r -=- cr - c1 (c1. E ~. c2 E IR). 

2. Résoudre sur IR l'équation différentielle (Ez) : y - = e- 3r. 

Déterminer la solution de (E2) vérifiant: y(O) ~ 1i et y ' (O) = ~ . 
0 . (E ) , _ 1 _ 3x , ( llll) n a . 2 <=} y - - 3 e + c1 c1 E Il'\\ 

<=} y = ~ e- 3x + c1x + c2 (c1 E IR, c2 E IR). 

Donc, les solutions sur IR de CE2 ) sont les fonctions : x 1-7 - ; e- 3x + c1x + c2 (c1 E IR, c2 E IR). 

Ona: 
{ 

y(O) = 1i 
y'(O) = ; 

<=} { : : : ~-

Donc, la solution sur IR de (E2) vérifiant y(O) = 1i 5 1 ~ 
et y'(O) = 

3 
est la fonction : x 1-7 

9 
e- 3x + 2x + 1. 

l .a Résoudre sur l'intervalle K les équations diffé­
rentielles suivantes. 
a) xy' + l = 0, 
b) x 3y' + x 2 + l = 0, 
c) e'"y' + e- x = 0, 
d) y' sinx - cosx = 0, 

K = ]o; + =[ 
K = ]-= ; 0[ 
K= IR 
K = ]O ; rc[. 

1.b Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 
l'intervalle K l'équation différentielle et déter­
miner la solution vérifiant la condition initiale 
donnée. 
a} y'µ = l + x, K = ]0 ; + =[ et y(l) = 2 

b) y'tan2x + l = O, K = ]O ; : [ et y(~) = 0 

c) 2y'e-X = er-1 + er+1, K = IR et y(0) = e 

d) xy' - lnx = 0, K = ]O ; + oo[ et y(e) = - 1. 

l .C Résoudre sur l'intervalle K les équations diffé­
rentielles suivantes. 

1.d 

a) l + 6x2 + y " = 0, 
b) cos2x + 4y" = 0, 
C) 2y" + e:?.r - e-Zx = 0, 

d) 2y" = l + tan2x, 

K= IR 
K = IR 
K = IR 
K = )- ~ ; ~ [. 

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 
l'intervalle K l 'équation différentielle et déter­
miner la solution vérifiant les conditions ini-
tiales données. 
a) y" = 1 + tan2x , K = ]- : ; : [ 

et y(0) = y '(0) = 1 

b) y"= (x + 1)e-<, K = IR et y(0) = y '(0) = e. 
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Équati type y' - ay = 0 
.....,........,_ =.., 

Toute équation y' - ay = 0, où a esi !!::! ::mnhre réel, est appelée équation différentielle linéaire du pre• 
mier ordre, à coefficients constrm1:s, sans second membre. 
L'expression « sans second n:e::::"½:-e • est un.abus de langage qui signifie que le second membre est nul. 

.. 
□Cll[Jc::::::::::;J Solution generale 
On se propose de réso11d=e S"JI 2 l'équation différentielle (E) : y' - ay = O (a E IR*). 

• La fonction nulle es!. sohrtfon de (E). 
Soit y une solution de (E) !le s·annulant pas sur IR. 

On a : y ' - ay = 0 ç:::) 1L = a 
y 

<=> :: c E iK, ln I y 1 = ax + C 

<=> =i c E R, 1 y 1 = eceax. 
La fonction y est dérh-able et ne s 'annule pas sur IR ; donc elle est de signe consta..•lt. 
On en déduit que: 3 k E ~*, y = keax. 
Ainsi, en ajoutant la fonction nulle, les fonctions x ~ k eax (k E IR) sont solutions de (E). 

• Démontrons que toute solution de (E) est de cette forme. 
Soit y une solution de (El et z la fonction : x ~ y(x)e- ax. 
La fonction z est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction z' : x ~ [y'(x) - ay(x)]e- ax. 

Or : y ' - ay = 0 ; donc z ' est la fonction nulle et z est une fonction constante. 
Donc, il existe un nombre réel k tel que : '<;/ x E IR, y(xJe- ax = k. 
C'est-à-dire : '<;/ x E IR, y(x) = keax. 

Donc, toute solution de (E) est de la forme : x ~ k eax (k E IR). 

De cette étude, on déduit la propriété suivante. 

Les solutions sur IR de l'équation différentielle y' - ay = 0 (a E IR) sont les fonctions : x ~ k eiu: (k E IR). 

Exemples 
• Les solutions sur IR de l'équation différentielle y' - y= 0 sont les fonctions : x ~ le e-t" (k E IR). 
• Les solutions sur IR de l'équation différentielle y ' + 2y = 0 sont les fonctions : x ~ k e- 2x (le E IR). 

~□D~::33 Solution vérifiant une condition initiale 
Reprenons l'équation différentielle (E) : y' - ay = O (a E IR). 
Soit x 0 et y0 deux nombres réels. 
On se propose de déterminer les solutions sur IR de (E) vérifiant la condition initiale : y(x0) = y 0 • 

On a: y(xo) = Yo <=;, lceCLt"o = Yo 
<=> k = Yoe- axo. 

Donc la fonction x - y 0e a(x - x0J e8t l 'unique solution sur IR de (E) vérifiant: y(x0) = y0 • 

On en déduit la propriété suivante. 

Pour tout couple (x
0 

; y
0

) de nombres réels, l'équation différentielle y' - ay = 0 (a E IR) admet une 
unique solution sur IR qui prend la valeur y0 en x0• 
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Exemple 
Les solutions sur IR de l'équation différentielle y'+ ~ y = 0 sont les fonctions : x ~ ke-½-'I: (le E IR). 

Déterminer parmi ces solutions celle qui prend la valeur 1 en ln4. 
- 1 On a: 1 = ke- 2ln4 ~ k = 2. 

o'onc la fonction x 1-? 2e-½x est l 'unique solution sur? \érifiant: y(ln4) = 1. 

Graphiquement, cela signifie que de toutes les courbes intégrales de l'équation différentielle y'+ ~ y= 0, 

une seule passe par le point Mo{1~4 ). 

~ 2. 2. Applications 

Évolution d'une population 
La population du Bénin était de 4, 75 millions d'habitants en 1990 et de 5,5 millions d'habitants en 1995. 
On désigne par h(t) le nombre de millions d'habitants à l"instant t. On suppose que la vitesse d'ac­
croissement de la population est proportionnelle an nombre d 'habitants. 
Déterminer, dans ces conditions, en quelle année la population du Bénin atteindra 10 millions d'habi­
tants ? 20 millions d'habitants ? 

Solution 
• La vitesse d 'accroissement de la population est la fonction dérivée de h. 
Par hypothèse, on a: h ' = ah (a E R); donc, h est de la forme: t 1-? k eat (k E IR). 
De plus : h(1990) = 4,75 ~ 4,75 = k e1990a 

h(1995) = 5,5 ~ 5,5 = k e19950. 
5 5 k e1995a 1 22 

On en déduit que:-'- = --- = e5a ; donc: a= -5 ln 19 . 
4,75 k e199oa 

h est la solution de l'équation différentielle y' - ay = 0 (a= ~ ln î!) vérifiant: h(1990) = 4,75 ; 

h est donc la fonction : t 1-? 4,75ea(t- 199o1, où a= ~ ln Î~. 
• Déterminons l'année où la population du Bénin atteindra 10 millions d'habitants. 

On a · 10 = 4 75ea(t - i 99o) ~ ln(.lQ_) = a(t - 1990) . ' 4,75 . . 
On en déduit que: 25,39 = t - 1990; d'où: t = 2015,39. 
La population du Bénin atteindra 10 millions d 'habitants en l'an 2015. 

Pour 20 millions d'habitants, on trouve : t = 2039,03. 
La population du Bénin atteindra 20 millions d 'habitants en l'an 2039. 

) 

r- .J- :i Décharge d'un condensateur dans un circuit RC 
Un condensateur de capacité C tel que C = 200 µF se décharge à travers 
un conducteur ohmique de résistance R = 1 kQ. 
On admet qu'à tout instant t, la charge q du condensateur vérifie l'équa­
tion différentielle : q' + i.e q = O, où Rest exprimée en ohm (Q) efC en 
Farad (F). 
1. Donner l'expression de q(t) sachant que la charge initiale du conden­
sateur est %· 
2. On considère que le condensateur est déchargé lorsque la charge est 
égale à 1 % de la charge initiale. 
a) Calculer le temps mis par le condensateur pour se décharger. 

M 

A 

+q -q 
C 

R 

N 

B 

b) Quelle valeur doit prendre la résistance pour que le temps de décharge soit de 10-3 seconde? 

Solution 
1 

1. Les solutions sur IR de l 'équati~n différentielle q' + /c q = 0 sont les fonctions : t ~ k e- RCt (k E IR). 
- -t 

Or : q(0) = % ; donc : q(t) = %e RC • 
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\ 

1 
2. a) On a : q(t) = 

100 
% 

- .1..t 
e RC = 10-2 

J 

<=> t = 2 RC ln10. 
Or : R = 103 et C = 200 x 10-6 ; donc : t = 0,92 s. 

2.a 

2.b 

Résoudre sur IR les équations différentiellils 
suivantes. 
a) y= y' 

c) y'= - lL 
2 

b) y ' + Zy = o 

d) y'J2 - y,~= o. 

Dans chacun des cas suivants, résoudre 51!:" 2 
l'équation différentielle et déterminer "2 sct::­
tion vérifiant la condition initiale dmmée.. 
a) y' - 3y = O et y(O) = 1 
b) y'+ 3y = 0 et y(l) = 1 
c) 4y' - 3y = O et y(- 4) = 1 
d) y'+ ylnz = o et y (l) = - 2_ 

- .1..t t 
b} On a de même : e Re = 10-2 <=> R = ---

2Cln10 
On en déduit que : R = 1,09 Q, 

2c 1. Résoudre sur IR l'équation différentielle : 
y"+ 2y'= o. 

2.. Déterminer la solution vérifiant : 
y(O) ~ y'(O) = 1. 

2..c ~ une cuJtùre de microbes qui se dévelop­
;ie:::t. '.!a ritesse d'accroissement à l'instant t est 
=· o~o:œelle à la quantité de microbes à cet 
T-s;;c-; Sachant qu·il y a 105 microbes au bout 
èe 2 heures et 5 x 105 microbes au bout de 6 
heures, combien y avait-il initialement de 
microbes dans cette culture ? 

Toute équation y " + ay' + by = 0, où a et b sont deux nombres réels, est appelée équation différentiel­
le linéaire du second ordre, à coefficients constants, sans second membre. 
Nous démontrerons au paragraphe 3.2. que la solution d'une telle équation peut se ramener à celle d'une 
équation du type : y" + 'Ay = 0 ('A E IR). 

,_,_3~t~.J Équations du type y" + 'Ay = O 
Lorsque 'A = 0, on a : y" = 0 ; les solutions sur IR de cette équation différentielle sont les fonctions : 
x ~ A.x + B (A E IR, B E IR). 
Lorsque À~ 0, on distingue deux cas : À< 0 et À> O. 

' 

uar:u·:-1.~ Équations du type y" - ro2y = 0 
On se propose de résoudre sur IR l'équation différentielle (E1) : · y" - ro2y = O (ro E IR*). 
• Vérifier que, pour tous nombres réels A et B, la fonction x ~ AeùlX + Be-oox est solution de (E

1
). 

Démontrons que toute solution de,iE1) est de cette forme. 
Soit y une solution de (E1) et z la fonction : x ~ y(x)e-®:. 
• Démontrer que : z" + 2roz' = O. 
• En déduire que z' est de la forme : x ~ k e-2

(J)X (k E IR). 
• Déterminer z et établir que y est de la forme : x - Ae= + Be-(ù,t' (A E IR, B E IR). 

De cette étude, on déduit la propriété suivante. 

Les solutions sur IR de l'équation différentielle y" - ro2y = 0 (ro E IR*) sont les fonctions : 
· x ~ Aecox + Be-cox (A E IR, B E IR. 

Exemple 
Les solutions sur IR de l'équation différentielle y" - 4y = O sont les fonctions : 

x ~ Ae2x + Be-2x (A E IR, B E IR). 

triCŒw7:i1 Équations du type y" + ro2y = 0 
On se propose de résoudre sur IR l 'équation différentielle ·(E

2
) : y"+ ro2y = O (ro E IR*). 
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• Vérifier que, pour tous nombres réels A et B, la fonction x - Acoscox + Bsincox est solution de (E
2
). 

Démontrons que toute solution de (E2) est de cette forme. 
Soit y une solution de (E2) et z la fonction : x - y(x) - y(0)cosou: - .l y'(0)sincox. 

. 0) 

• Démontrer que z est solution de (E2). 

• Démontrer que w2z2 + z'2 est une fonction constante. (On pourra dériver cette fonction.) 
• Démontrer que : z(O) = 0 et z'(O) = O. 

• En déduire que z est la fonction nulle et établir que y est de la forme : 
x - Acosùll' + Bsinrox (A E IR, B E IR). 

De cette étude, on déduit la propriété suivante. 

Les solutions sur IR de l'équation différentielle y"+ ro2y = 0 (w E IR*) sont les fonctions : 
x - Acosrox + Bsinrox (A E IR, B E IR). 

Exemple 
Nous avons établi (§1.1.) que l'équation différentielle du mouvement d'un oscillateur mécanique libre 

k . 
est: x" + -x = O. 

Les soluti~s de cette équation sont les fonctions : t - Acost ~ + Bsint ~ (A E !R, B E ?). 

On pose: ffio = ~ (pulsation propre del'oscillateur). 

L'équation horaire du mouvement est de la forme : x(t) = Xmaxcos(ro
0
t + <p), où Xmax est l 'amplitude du 

mouvement et la phase cp à l'origine. 

='ll":3 .• 2~ Équations du type y" + ay' + by = 0 

ae~a::::.::i · Équation caractéristique 
Considérons l'équation différentielle : y"+ ay' + by = 0 (a E IR, b E IR). 
Soit r un nombre réel et y la fonction : x - e1x. 

On a: y'= ry et y"= r2y. 

On en déduit que: y"+ ay' + by = y(r2 + ar + b). 

Donc, y est solution de l'équation différentielle y"+ ay' + by = 0 si et seulement si : r2 + ar + b = O. 

On appelle équation caractéristique de l'équation différentielle y" + ay' + by = o (a E IR, b E IR) 
l'équation d'inconnue r: r2 + ar + b = O. 

Exemples 
• L'équation différentielle y" - 2y' + 5y = 0 a pour équation caractéristique : r2 - 2r + 5 = O. 
• L'équation différentielle y" - 25y = 0 a pour équation caractéristique : r2 - 25 = O . 

. R~rt;)gLQ~ 

L'équation caractéristique de y' - ay = 0 (a E IR) est l'équation d'inconnue r : r - a= O. 

R # 1 t· d I' # t· " ' b 0 rntt,,::L .. ~ eso u 10n e equa 10n y + ay + y =-
Soit (E1) l'équation différentielle : y"+ ay' + by = 0 (a E IR, b E IR). 

ax 
• Soit y une fonction deux fois dérivable sur IR et z la fonction : x - y(x)e 2 . 

On a: V x E IR, y(x) = i(x)e-%-x, 

V x E IR, y'(x) = e-%-x [ z '(x) - ~ z(x)], 

V x E IR, y"(x) = e-%-x [ z"(x) - az'(x) + ~
2 
z(x)]. 
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On en déduit que : y " + ay' + by = 0 ~ z " + (a: - ~
2 

+ b)z = O 

,, a 2 -4b 
0 ~ Z -

4 
Z = 

• Posons : !l = a2 
- 4b ; tl est le discriminant de l 'équation caz2Gé.--ïstique de (E1). 

On distingue trois cas. 

18 r cas: tl = 0 
Les solutions de (E) sont les fonctions : x - Ax + B (.-\ E 2.. B E ~ ). 

a 
Donc, les solutions de (E1) sont les fonctions : x 1-7 (.-\.r - 3 :e-2.r (A E IR, B E IR) ; c'est-à-dire les fonc-
tions : x - (Ax + B)erx (A E IR, B E IR), où r est la so!udn:l double de l 'équation caractéristique de (E1). 

2c cas : À > 0 .1 .1 

Les solutions de (E2) sont les fonctions : x - Ae~x - 3e- 2 x (A E ~. B E ~ ). 

a .1 \ r ( a • ~ , . 
Donc, les solutions de (E) sont les fonctions: .r- .\e - :! - 2 r + Be - 2 - 2 r· (A E IR, BE IR); c'est-
à-dire les fonctions : x ~ Aer,x + Ber:-r (A E ~.BE~,- où r

1 
et r

2 
sont les solutions réelles de l 'équation 

caractéristique de (E1). 

3c cas : À < 0 ~ ~ 

Les solutions_ de (E
2

) sont les fonctions : x - A cos' -
2 
!l x + Bsin' -

2 
fl x (A E IR, B E IR). 

Donc, les solutions de (E
1

) sont les fonctions : x ~ e -1-x( A cos J-
2 
fl x + Bsin J-; tl x) (A E IR, B E IR) ; c'estG 

à-dire les fonctions : x - ecxx(Acosj3.:r + Bsin ~x) (A E IR, B E IR), où a+ i~ et a - i~ sont les solutions com­

plexes de l 'équation caractéristique de (E1). 

Pour résoudre sur JR une équation différentielle du type y"+ ay' + by = 0 (a E IR, b E IR) on 

peut résoudre l'équation caractéristique r2 + ar + b = O et utiliser le tableau suivant : 

L\ = a 2 
- 4b 

Solutions de l'équation Solutions de l'équation 
caractéristique différentielle 

fl= 0 une solution double : r x ~ (Ax + B)erx (A E IR, BE IR) 

/). > 0 deux solutions réelles : r1 et r2 
x ~ Aer1x + Ber:-r (A E IR, B E IR) 

/). < 0 
deux solutions complexes x - ecxx(Acos!h' + Bsin!h') 

conjuguées : a+ i~ et a - i~ (A E IR, B E IR) 

- - . 
,Remar !J§ 

Cette méthode permet de retrouver les solutions des équations différentielles y" - oo2y = 0 et 
y " + oo2y = o (oo E IR *J. 

Exemples 
• Résoudre sur IR l 'équation différentielle (E1) : y " - 8y' + 16y = O. 

L'équation caractéristique r2 - 8r + 16 = 0 a une solution réelle double : 4. 

Les solutions sur IR de (E1) sont les fonctions : x - (Ax + B)e4x (A E IR, B E IR). 
. \. 

• Résoudre sur IR l 'équation différentielle (E2) : y"+ 3y' - 10y = O. 

L'équation caractéristique r2 + 3r - 10 = 0 a deux solutions réelles : - 5 et 2. 

Les solutions sur IR de (E2) sont les fonctions : x ~ Ae- sx + Be2x (A E IR, B E IR). 

• Résoudre sur IR l 'équation différentielle (E3) : y" - 4y' + 13y = O. 

L'équation caractéristique r2 - 4r + 13 = 0 a deux solutions complexes conjuguées : 2 - 3i et 2 + 3i. 

Les solutions sur IR de (E3) sont les fonctions : x ~ e2.r(Acos3x + Bsin3x) (A E IR, B E IR). 
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□□□C:.::.:."7::1 Solution vérifiant une condition initiale 
On admet la propriété suivante. 

Pour tout triplet (x0 ; y0 ; z0) de nombres réels, l'équation différentielle y" + ay' + by = 0 (a E IR, 
b E IR) admet une unique solution sur IR, telle que : y(.x;.J = y 0 et y'(x

0
) = z

0
• 

Exemples 

• Les solutions sur IR de l'équation différentielle y" + -!_y ·~ ig = 0 sont les fonctions : 
x ~ e- 2X(Acos[3x + Bsin, 3.x) (A E ~- B E IR). 

Déterminons celle qui vérifie : y(O) = O et y'(O) = 1. 

{ 
A=O {A=O 

On a: ~ <=> 1 . 
- 2A + Bv3 = 1 B = [3 

La solution cherchée est la fonction : x ~ -iee- 2xsin,3x. 
✓3 

• Déterminer la solution de l'équation différentielle x "' - k ..r = O Y-érifiant les conditions initiales : m 
x(O) = x0 ~t x'(O) = O. , . . k . k 
Les solut10ns de cette equat10n sont les fonctions: t ~ Acost , - + Bsmt ,f- (A E IR, B ·E IR). 

{ 

x(O) = x 0 

,m ,m 

Ona: 
x '(O) = 0 B - =0 m 

<=> { A #n= :
0 

• 

La solution cherchée est la fonction : t ~ x 0cost #n . 

~ l ~3:~ Travaux dirigés 

C:J~{Ji:7"~ 1. Équation différentielle avec second membre 
1 °) Soit à résoudre sur IR l'équation différentielle (E1) : y ' + 2y = 2cosx. 
a) Déterminer deux nombres réels p et q tels que la fonction g : x ~ pcosx + qsinx soit solution de (E

1
). 

b) Soit f une fonction dérivable sur !R. Démontrer que f + g est solution de (E1 ) si et seulement si f est 
solution de l'équation différentielle (E2) : y' + 2y = O. 
c) Résoudre (E2) et en déduire les solutions sur IR de (E

1
). 

2°) Soit à résoudre sur IR l'équation différentielle : y" - 2y' + 5y = e- zx. 
a) Déterminer un nombre réel m tel que la fonction g : x - me- 2x soit solution de cette équation. 
b) Utiliser une méthode analogue à celle utilisée dans la question 1 °) pour résoudre l'équation proposée. 

Solution 
1 °) a) g solution de (E1) 

, <=> "v' x E IR, (- psinx + qcosx) + 2(pcosx + qsinx) = 2cosx 

<=> "v' x E IR, (2p + q)cosx + (- p + 2q)sinx = 2cosx 

{ 

2p + q = 2 { p = : 
<=> . <=> 

-p + 2q = 0 q = ; 

b) On a : f + g solution de (E1) <=> "v' x E IR, f'(x) + g'(x) + 2f(x) + 2g(x) = 2cosx 

- <=> "v' x E IR, f'(x) + 2f(x) = 0 

<=> f solution de (Ez). 
c) Les solutions sur IR de (E2) sont les fonctions : x ~ k e- 2x (k E IR). 

Donc, les solutions sur IR de (E1) sont les fonctions : ·x ~ k e- 2x + ; (2cosx + sinx) (k E IR). 

2°) Considérons l 'équation différentielle (E'1): y" - 2y' + 5y = e- 2x . 

a) On a : "v' x E IR, g'(x) = - 2me- zx et g "(x) = 4me- 2x. 
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1 

l 

Donc: g solution de (E'
1

) <=} V x E .lll 13me- 2x = e-2x 
1 

<=} m = 13 · 
b) Soit/une fonction deux fois dérivable sur llt On procède comme à la question 1.b). 

On obtient: f + g solution de (E\) ~ f solution de (E'
2
): y" - 2y' + 5y = O. 

L'équation différentielle (E'2) a pour équation caractéristique: r - Zr + 5 = o. 
On a : ~• = - 4 ; donc, cette équation a deux solutions complexes : 1 + 2i et 1 - 2i. 
On en déduit que les solutions sur IR de (E' 2) sont les foncti ons : 

x ~ e.t"(Acos2x + Bsin2x) (A E IR, B E IR). 
Donc, les solutions sur iR de (E' 1) sont les fonctions : 

x 1--? e.t"(Acos2x + Bs-in2x) + / 3 e- 2x (A E IR, B E IR). 

Cette méthode de résolution se généralise à toute équation différentielle linéaire avec second membre. 

Pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre, on peut utiliser le 
procédé suivant : 

. ~ .; 

• déterminer une solution particulière g de cette équation ; 

• démontrer que les solutions de l'équ;=i.tion différentielle avec second membre sont les fonc­
tions du type/+ g, où f est solution de l'équation différentielle sans second membre ; 

• résoudre l'équation sans second membre et en. dédD;ire les solutions de l'équation avec) 
second membre. _, ·- ,., 

.• .. ;;:~ 

2. Oscillateur mécanique amorti 
Un solide S de centre d'inertie G, de masse m = 0,1 kg, fixé à un ressort de raideur k = 10 N/m coulis­
se sur une tige horizontal~. On désigne par x(t) la position de G dans le repère (O, I) à l'instant t, 0 
étant la position de G à l'équilibre. 
On écarte S de sa position d'équilibre et on le lâche en lui donnant une vitesse initiale. L'unité de lon­
gueur est le mètre et l'unité de temps est la seconde ; on donne: x(0) = 0,05 et x '(0) = - 0,5. 
1 °) On néglige les forces de frottement. 
On dit que S est un oscillateur mécanique libre. 
a) Démontrer que l'équation horaire du mouvement de G est 
de la forme : x(t) = Xmaxcos(ro0t + <p). 
Calculer Xmax• ro0 , <p et la période T O du mouvement. 
b) Calculer la position et la vitesse de S à l'instant t = 5. Oscillateur mécanique libre 

c) Tracer la courbe représentative(~ ) de l'élongati~ du mou­
vement de G. 

2°) Le mouvement de s est amorti par des frottements dont la l-4(!JNlm1st~N~1~ltNtJ'~ '""+ (ô) 

force est proportionnelle à la vitesse du mobile, le coefficient 
de proportionnalité f de cette force étant tel que : f2 < 4mk. 
On dit que S est un oscillateur mécanique amorti. 
a) Justifier que l'équation différentielle du mouvement de 
l'oscillateur mécanique est alors : x" + _f_ x' + .fs:.. x = O. Oscillateur mécanique amorti 

m m 
b) Démontrer que l'équation horaire du mouvement de Gest de la forme : x(t) = Àea.tcos(wt + cp). 
Calculer À, a, ro, <pet la pseudo-période T du mouvement, sachant que f = 0,2 N/ms-1 • 

c) Tracer la courbe représentative (r) de l'élongation du mouvement de G. 

Solution 
1 °) a) L'équation différentielle du mouvement de l'oscillateur mécanique libre est : x" + ~x = O. 

. m 

Les solutio~s de cette équation sont les fonctions x: t ~ Acost ~ · + Bsint ~ . 
On pose : (1)0 = /k , x max = jA2 + B 2, cos<p = A et sin<p = - B . 

Ym ~ -- JA2 + B2 JA2 + B2 
On obtient : x(t) = jA2 + B2 (cosffiot cos<p - sinw0t sin<p) = Xmaxcos(ffiot + <p). 
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On a: co0 = ~ et T0 = ~n ; donc: co0 = 10 rad.s- 1 et T~"" 0,6_28 s. 
0 

co0 est la pulsation propre et T0 la période propre du mouvement. 

On a : x'(t) = - ffio¾iaxsin(ffiot + <p) ; de plus : x(0) = 0,05 et x'(0) = - 0,5. 

0 d 'd ·t { Xmaxcoscp = 0,05 n en e m que : Y . _ 
""maxsm<p - 0,05 

; c'est-à-dire : Xmax"" 0,07 et cp = ~. 

Xmax est l'amplitude et <p la phase à l'origine du mouvement. 
C) X 

L'équation horaire du mouvement de Gest: 

x(t) = 0,07 cos(lüt + ~). 
0,07 +------,-.( \- ~~--,..---,,,-------~-r;---rr:-

b) À l'instant t = 5, on a: x(5) = 0,061 0 / \ 
-0107 -+-'-----''-'------'"----'-'--------'L__---'-L__----"L__~~-

x'(5) = 0,351. 

-+ -+ -2°) a) On désigne par Fla force de frottement; on a: F = - f x '(t )OI. 
-+ -+ -+ -+ -+ 

D'après le théorème du centre d'inertie on a : P + R + T + F = m y(t). 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 

Or : P + R = o, T = - kx(t)OI et 'Y(t) = x"(t)OI. 

On en déduit que l'équation différentielle du mouvement de l'oscillateur mécanique amorti est: 

x" + J.. x' + .k_ x = 0 (E
1
). m m 

b) L'équation caractéristique de (E1) est : r2- + _f_ r + k. = O. 
f 2_4mk m m 

On a : ~ = "------ ; donc : ~ < O. 
m2 

. F )4mk-f2 
Les solutions de (E1) sont les fonctions x : t ~ eat(Acosrot + Bsin<ïlt), où a = - ~ et ro = --

2
-m--

En procédan_t comme à la question 1.a), on obtient : x(t) = Àealcos(co
0
t + <p). 

f )4mk -f2 Zrc 
On a: ex=- -2 , ro = ---- et T =-;donc: ex = - 1, ro "" 9,95 rad.s- 1 et T"" 0,631 s. 

m 2m CO 

De plus, on a: x(O) = 0,05 et x'(0) = - 0,5 ; on en déduit que : <p"" 0,523 rad et À"" 0,067 m. 

Le mouvement est dit pseudo-périodique, de pseudo­
période T. En effet, on a : x(t + T) = eaTx(t) ; donc, les 
amplitudes décroissent de façon périodique et forment 
une suite géométrique de raison eat, appelée facteur 
d'amortissement. 

c) La courbe (r) est une sinusoïde amortie, comprise 
entre les courbes représentatives des fonctions t ~ Àeat 
et t ~ -Àeat. 

~~~E xercices 

0,067 
X 

- 0,067 

t 

t 

3.a Résoudre sur IR les équations différentielles 
suivantes. 

a) y " + y' - 6y = 0 

c) y " -4y'+ 8y=0 
e) y"+4y' - 5y=0 

b) Zy" - z{zy' + y= O 

d} 9y" + 6y' + y = O 

3.b 

3.c 

a) 9y" - 64y = o 
c) 9y" + 4y = o 

b) y " - Zy = O 
d) Zy" +y= O. 

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur IR 
l 'équation différentielle et déterminer la solu­
tion vérifiant les conditions initiales données. 
a) 2y" - y = 0 et y(0) = y'(0) = 1 
b) 9y" + 4y = O et y(n) = y'(1t) = O. 

Résoudre sur IR les équations différentielles 
suivantes. 

3.d 

f} y" - 6y' + Zy = 0 

g) t y" - Zy' + 9y = o h) 4y" + 4y' + y= o. 

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur IR 
l'équation différentielle et déterminer la solu­
tion vérifiant les conditions initiales données. 
a) y " - Zy' - Zy = 0 , 

b) y" - 4y ' + 4y = o, 

c) y "+ 4y' + Sy = 0, 

y(O) = 1 et y'(O) = 0 

y(0) = 0 et y'(O) = 1 

y(0) = 1 et y'(0) = - 1. 
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G énéralités 

1 Dans chacun des cas suivant~, vérifier que la 
fonction f est solution de l'équation différentielle (E) 
sur l'intervalle K. · 

a] f(x) = t -x + 1, (E) : 2(y + YÎ = x 2 et K = IR 

b] f(x) = (2x - l)e-", (E) : y' - y = 2e·' et K = IR 

c] f(x) = (1 + x)2, 

d) f(x) = fii, 

e) f(x) = xcosx, 

f] f(x) = xlnx - x, 

, 1 
(E) · Jl... - - et K = ]- 1 ; + "°( ' 2y - 1 + X 

(El : yy ' = 1 et K = ]O ; + 00[ 

(El: y-xy' = x 2sinx et K = IR 

(E) : xy' - y= X et K = ]O ; + oo(, 

1 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la 
fonction f est solution de l'équation différentielle (E) 
sur l'intervalle K. 

a] f(x) = eX + ezx, 

b] f(x) = e-x + x, 

c) f(x) = ; , 

d] f(xl = tanx, 

(E) : y"+ y ' - 2y = 4ez..· et K = IR 

(El : y '" + y"= o et K = IR 

(E) : y "+ ; y'= O et K = ]O ; + oo( 

(E) : y' - y 2 =1 et K =]- ~ ; f ( 
e] f(x) = lnG : ~. (E) : y"+ x(yî2 = 0 et K = ]- 1 ; 1 [. 

3 Soit l'équation différentielle (E) : 

y "' - 2y" - y '+ 2y = o. 
1. Vérifier que les fonctions x - e-·\ x - eX et x - e2x 
sont solutions sur IR de (E). 
2. Démontrer que, pour tous nombres réels a, b et c, la 
fonction x - ae-x +be-"+ ce2x est solution sur IR de (E). 

4 1 . Résoudre sur IR les équations différentielles 
y'= e'sinx et y'= e-"cosx. 
2. En déduire la résolution sur IR de chacune des équa­
tions différentielles suivantes. 
a] y " = e-"sinx b} y " = e-"cosx. 

5 Soit la fonction f : x H> xsinx + cosx. 
1. Déterminer f'(x) et f"(x) . 
2. En déduire une relation entre x,f(x),f'(x) etf"(x). 
3. Former une équation différentielle dont/ est solution. 

6 Le plan est muni du repère (0, I, 'Jl. 
Déterminer une équation différentielle dont les courbes 
intégrales (~) sont telles qu'en tout point M. de (~ ). le 
coelficient directeur de la droite (OM) est le double du 
coefficient directeur de la tangent"e à (~ ). 
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, 
Equations du type 
y' - ay = 0 

7 Résoudre sur ~ les équations différentielles 
suivantes. 
a) 4y' + 3y = 0 

) 1 1 , O c 5 y+ 3 y = 

b} yln5 - y ' = o 

d) y,3 = y·. 

8 Résoudre sur IR les équations différentielles 
suivantes. 
a] 9yz = (yî2 . b) (y12 - 2yy' = o 

d) 2y'" + Sy" = o. c) y "= 3y 

9 Dans chacun des cas suivants, résoudre sur IR 
l 'équation différentielle (E) et déterminer la solution 
vérifiant la condition initiale donnée. 
a] (E) : y' - 3y = 0 et y(Ol = 2 

b) (E) : 3y' + y = o et y(l) = e 
c) (El : y ' + ylnZ = o et y(l) = 1 

d) (E) : y'= y et y(l) = - 1. 

10 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Dans chacun des cas suivants, résoudre sur IR l 'équa­
tion différentielle (El et déterminer la solution dont la 
courbe représentati;e passe par le point A. 

a) (E) : 2y' + 3y = 0 et A(~) 

b) (E) : -y'=y et Ae) 
<;) (E) : 2y'- ~y= 0 et A( 22e) 

d) (E) : y' - rcy = 0 et A( e~) -

11 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Déterminer la fonction f dérivable sur IR telle que 
zf' + f = O et dont la courbe représentative admet an 
son point d'abscisse - 2 une tangente de coefficient 

3 . 
directeur 5 . 

11 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Déterminer la fonction f dérivable sur IR telle que 
zf' + sf = 0 et dont la courbe représentative admet en 
son point d'abscisse -1 une tangente parallèle à la droi­
te d 'équation : y + x = O. 

13 Soit 8 la température d 'un corps à l 'instant t . 
La température ambiante est 30°C. À ch~que instant t, 
on pose : x(t) = 8(t) - 30. \ 
On suppose que la fonction x est dérivable sur IR e t 
9uelle vérifie : x' = - k2x (k E IR*). :. 
A l 'instant O la température du corps est 70°C et au bout 
de 5 minutes elle n 'est plus que 60°C. \ 
1. Déterminer 8(t), où test mesuré en minutes. 
2. À quelle température sera le corps au bout de 20 
minutes? 



,.J 14 Un réservoir contient 20 litres d'air (80% 
d 'azote et 20% d'oxygène). Il reçoit 0,1 litre d'azote par 
seconde. La même quantité de mélange, supposé homo­
gène, s'échappe du réservoir. 
1. Exprimer le volume d'azote contenu dans le mélan­
ge, en fonction du temps. 
2. Au bout de combien de temps le réservoir contien-
dra-t-il 99% d'azote ? · 

.,, 
Equations du type 
y" + ay"+ by = O 

15 Résoudre sur IR les équations différentielles 
suivantes. 
a) y" - 4y = 0 b) y"+ 16y = o 
c) 2y" - y' - 6y = 0 
e) y"+ 3y' = O 

d) y" - 4y' + 13y = o 
f) y" - 6y' + 9y = o. 

16 Dans chacun des cas ·suivants, résoudre sur IR 
l'équation différentielle (E) et déterminer la solution 
vérifiant les conditions initiales données. 
a) (E) : y"+ 2y' + y = o, y(0) = - 1 et 

b) (E) : y"+ 16y = 0, y(0) = 0 et 

c) (E) : y" - (ln2)Zy = 0, y(0) = 1 et 
d) (E) : 4y" + y = 0, y(..&) = 1 

3 et 
e) (E) : y"+ Zy' - 3y = 0, y(0) = 3 et 
f) (E) : y"+ y'+ y = O, y(0) = -1 et 

17 Le plan est muni du repère (O, I, J). 

y'(0) = 0 

y'(0) =-1 

y(2) = 1 

y( 1) = 1 

y'(0) = -1 

y'(0) = -Ji 

Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur IR telle 
que f" - nf = O et dont la courbe représentative admet 

au point A(~) une tangente de coefficient directeur n. 

18 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur IR telle 

que f" - f' + ~ f = 0 et dont la courbe représentative est 

tangente en O à la droite d'équation : y = Zx. 

19 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
1. Résoudre sur IR l'équation différentielle (E) : 

' · y" - 3y' + Zy =0. 
2. Quelle est la solution de (E) dont la courbe représen­
tative (((&) admet au point d'abscisse 0 la même tangente 
que la courbe (<(5') représentative de la fonction x - e3x ? 

10 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur IR telle 
que 9f" - 18[' + 10/ = O et dont la courbe représentati-

ve(((&) passe par les points A(i) et B(~). 

21 Soit la fonction f: x - sinx + cosx. 
1. Déterminer f'(x) etf"(x). . 
2. Former une équation différentielle du second ordre 
sans second membre dont[ soit solution. 
3. Résoudre cette équation. 

12 On considère l'équation différentielle (E) : 
y'+ 2y = e-;2x. 

1. Vérifier que la fonction g : x - (x + l)e- 2x est solu­
tion sur IR de (E). 

2. Démontrer qu'une fonction/+ g est solu tion de (E) si 
et seulement si la fonction f est solution de l'équation 
différentielle : y'+ Zy = O. · 
3. En déduire les solutions sur IR de (E). 

il Soit la fonction f: x - (1 + x)e- 2x. 

1. Déienniner les nombres réels a et b pour que f soit 
solution sur ~ de l'équation différentielle (E) : 

y - + ay ' + by = o. • 
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, la 
dérivée d 'ordre n def est solu tion de (E). 
3. Déterminer, parmi les prim.itives de/, celle qui est 
solution de (E). 

14 Soit a, un nombre réel tel que : 0 :;:; o. < ~. 
Résoudre sur IR l 'équation différentielle : 

(1 + cos2o.)y " - 2y'sin2a + 2y = O. 

15 1. Résoudre sur ~ l'équation différentielle (E) : 
y " + 16y = O. 

2; Déterminer la solution f qui vérifie : f(-¾} = - 2 et 
f (rr,) = 8. 
3. Résoudre dans [0 ; rr,] l'équation : f(x) = [z. 

16 1. Résoudre sur IR l 'équation différentielle (E) : 
y"+ 2y' + 5y = o. 

2. Déterminer la solution/qui vérifie :f(0) = 1 etf'(0) =-1. 

3. On pose : F(x) = - ! ff'(x) + Zf(x)]. 

a) Démontrer que F est une primitive de f sur IR ; expli-
citer F(x). ~ 

b) En déduire le calcul de t f(x)dx . 

17 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
1. Résoudre sur IR l'équation différentielle (E) : 

y' = À.y (11, E IR*). 
On note fk la solution vérifiant f(0) = k et (((&k) sa cour­
be représentative. 
2. Soit x 0 un nombre réel. 
a) Déterminer une équation de la tangente à (Cf&k) au 
point d'abscisse x

0
• 

b) Démontrer que, lorsque le décrit' IR, cette tangente 
passe par un point fixe dont on déterminera les coor­
données en fonction de À et de x0. 

18 Le plan est muni du repère orthonormé (0, I, J). 
Soit À un nombre réel non nul. 
Déterminer une courbe 
(((&) passant par le point J 
et telle qu'en tout point M 
de (((&), dont le projeté 
orthogonal sur (OI) est le 
point H, la tangente 
coupe (OI) en un point N o 
avec: HN = À. 

' 19 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Déterminer une courbe (~) passant par le point A(= 1) 
et telle qu'en tout point M de (Cf&) la tangente ait un coef­
ficient directeur proportionnel au carré de l'ordonnée 
de M. 
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3 :.e ~ es; muni du repère (0 , I, J). 
:\&a, - :e:: ,::::e courbe (~) passant par le point A(_\) 
::;: >?-=- çi·e= tout point M de («5) la tangente ait un coef-
3,..;.=--- ài:-ecteur triple de celui de la droite (OM). 

31 Le plan est muni du repère orthonormé (0, I, J). 
Déterminer les courbes («5) telles qu'en tout point M de 
(~) la tangente soit perpendiculaire à (OM). 

31 Le plan est muni du repère orthonormé (0, I, J). 
Soit(~) la courbe représentative d'une fonctionf 
On considère un point M 
de (<€), la tangente (T) à 
(~) en Met la normale(~) 
à (<~) en M. Q 1-------;Jr 

Soit N le point d'intersec­
tion, lorsqu'il existe, de 
(~) avec (OJ). 
Déterminer la. fonction f --1----'------
de façon que la courbe (<€) o 1 

passe par le point A(i) et que pour chacun des points 

de (~) on ait NQ = 1, où Q est le projeté orthogonal de 
M sur (OJ). 

33 Le plan est muni du repère orthonormé (0, I, J). 
Soit M un point mobile. À l'instant 0, M est en I ; à 

l'instant 1t, M est en A(g). À tout instant t, OM et le vec-
-->- _.. -► 

teur accélération r sont tels que : 4 r = - OM. 
1. Calculer les coordonnées x et y de M-à l'instant t. 
2. Déterminer une équation de la trajectoire de M. 

34 On note Q(t) la quantité de carbone 14 présent 
à l'instant t dans un fragment d'os. On admet que Q 
vérifie, à tout instant t , Q'(t) = - Â.Q(t). 
(Â. est appelé constante radioactive du carbone 14.) 
1. Soit Oo la quantité de carbone 14 à l'instant O. 
Exprimer Q(t) en fonction de t et de Oo· 
2. On appelle période (ou demi-vie) d'un élément 
radioactif la durée T au bout de laquelle la moitié des 
atomes de cet élément se sont désintégrés. 
Sachant que Â."' 1 ,244 4 x 10- 4 et que t est évalué en 
années, déterminer la période du carbone 14. 
3. Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les 
ê.tres vivants. À la mort de ceux-ci, l'assim.i.lation cesse 
et le carbone 14 présent se désintègre. 
Des archéologues ont trouvé des fragments d'os dont la 
teneur en carbone 14 est 70% de celle d'un fragment 
d'os actuel de même masse, pris comme témoin. 
Calculer l'âge de ces fragments. 

35 1. Résoudre sur IR l'équation différentielle (E) : 
y" -4y = o. 

2. Démontrer que l'équation différentielle (E') : 
y" - 4y = 4(x - 1)2 - 2 

admet sur IR une et une seule solution, qui soit une 
fonction polynôme P de degré 2. 
3. a) Démontrer qu'une fonction / est solution de (E') si 
et seulement si la fonction f- P est solution de (E). 
b) En déduire les solutions sur IR de (E'), puis celle qui 
vérifie : f(O) = 0 et f'(O) = O. 
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36 1. Résoudre sur ~ l 'équation dif:é::er::tielle (E) : 
y" + 4y' + 4y = o. 

2. Déterminer les nombres réels a et b pour que la fonc­
tion g : x - ·ax + b soit solution de l'équation différen­
tielle (E') : y" + 4y' + 4y = - 4x. 
3. Démontrer qu'une fonction/ est solution de (E') si et 
seulement si f - g est solution de (E). 
En déduire la solution f sur IR de (E') telle que f(O) = 2 
et f'(0) = - 2. 

37 On considère l'équation différentielle (E) : 

y'" - 6y" + 12y' - By = O. 
1. Vérifier que la fonction x - e2x est solution sur 1R de 
(E). 
2 . Soit f une fonction trois fois dérivable sur 1R et g la 
fonction x - f (x)e- 2 ~. 

Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si g'" 
est la fonction nulle. 
3. En déduire les solutions sur IR de (E). 

38 1. On considère l'équation différentielle (E) : 
· x 2y" - xy'+y=O. 

a) Soit z une fonction deux fois dérivable sur ]O ; + 00[. 

Démontrer que xz est solution de (E) si et seulement si 
z est solution de l'équation différentielle (E') : 

xz' = A (A E ~). 
b) Résoudre sur ]0 ; + oo[ (E') puis (E). 
2. À l'aide d'un raisonnement analogue, résoudre sur 
] - 00 ; 0( l'équation différentielle : y'= x +Y. 

X 

39 On considère l'équation différentielle (E) : 
. (x -1)y" -xy' +y= O. 

1. Démontrer que si f est solution sur )1 ; + oo[ de (E), 
alors f" est dérivable sur ]1 ; + oo[ et est solution sur cet 
intervalle de l'équation différentielle (E') : y ' = y. 
2. Démontrer que si f" est dérivable sur )1 ; + 00[ et est 
solution de (E'), alors : 

f'(x) = f(x) + c1x + c2 (c1 E ~. c2 E ~). 

Quelle relation doit lier c1 et c2 pour que f soit solution 
de (E)? 
3. Résoudre (E) sur ]1 ; + oo[, 

40 On considère le système (:E) : { f ; ; : 2z 

où les inconnues sont les fonctions y et z. 
1. Démontrer que si (y ; z) est solution de (L), alors les 
fonctions y et z sont deux fois dérivables et vérifient 
l'équation différentielle (E) : u" + 2u' + u = o. 
2. Résolution de (E) 
a) En écrivant (E) sous la forme u" + u' + u' + u = 0, 
démontrer qu'une fonction est solution de (E) si et seu­
lement si elle est solution de l'équation différentielle 
(E') : v' + v = ae-x (a E IR). 
b] Vérifier que la fonction g : x - axe- x est solution 
sur IR de (E'). 
Démontrer qu'une fonction f est solution de (E') si et 
seulement si la fonction/- g est solution de l'équation 
différentielle : v' + v = O. 
c) En déduire la résolution sur~ de (E). 
3. Résoudre sur IR le système (L). 
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. j Burkina~f8so 
Session normale de 1996, série E. 

l:l;:nc::.:::::.:..1 Partie A 
On considère, dans le plan complexe P, les points A 
d'affixe zA = 1, M d 'affixe z et N d"affixe zN = iz- (1 + i). 
On note Tï.. l'application qui, à tout point M d'affixe z 
associe le point M' barycentre des points pondérés 
(M, À), (N, - À) et (A, 1) où À est un nombre réel non nul. 

1. Démontrer que, pour tout point M du plan, le point 
N est l'image de M par une rotation dont on précisera le 
centre et l'angle. 

2. a) Démontrer que l'affixe z' de M' est telle que : 
z' = À(l - i)z + À(l + i) + 1. 

b) Démontrer que T;_ est une similitude directe dont on 
précisera l'affixe w du centre Q , le rapport et l'angle. 
Pour quelles valeurs de À, T,. est-elle une rotation? 
Donner, dans chaque cas, son angle et l'affixe de son 
centre. 
c) Exprimer les coordonnées (x '; y1 de M' en fonction 
des coordonnées (x; y) de M. 
3. Le nombre réel À étant strictement positif, on lui 
associe le point P de coordonnées (- lnÀ ; lnÀ). 
Soit P' le point tel que : P' = T,. (P). 
a) Déterminer les coordonnées de P' el). fonction de À. 

b) Démontrer que, lorsque Â. décrit IRt l'ensemble des 
points P' est la courbe («5) d'équation : 

y= Z(x - l)ln(x - 1) + (x - 1). 

m□m. - :7"·j Partie B 
Soit fla fonction définie sur IR+ par : 

{ 
f(x) = Zxlnx + x, six > 0 

f(O) = 0 . 

On note (r) sa courbe représentative dans un repère 
orthonormal (0, I; Jj, l'unité graphique étant égale à 
10 cm. 

1. a) La fonction f est-elle continue à droite en O ? 

·Déterminer la limite à droite en o de f~x) . 
Donner une interprétation géométrique du résultat. 

f est-elle dérivable en o ? . 
· b) Étudier les variations de la fonction f et préciser le 

nombre réel x 0 -:t. O tel que : f(x0) = O. 
c) Tracer (r). Déterminer une transformation: du plan 
par laquelle la courbe («5) se déduit de la courbe (r). 

1 
2. Soit a E )0 ; e-2(. 

a) Calcu;er : I(a) = J:-½ (~lnx + x)dx. 

b) Déterminer lim I I(a) 1 et en donner une interpréta-
a ➔ O 

tion géométrique. 
c) Soit D le domaine formé des points A(x; y) du plan 

1 

{ 
a s; x s; e-2 

tels que : 0 s; y s; j'(x) . 

On fait tourner D autour de l'axe des abscisses. 
Calculer le volume V(a) ainsi obtenu. 

Déterminer lim V(a) et en donner une valeur approxi­
a➔ O mative. 

1 3 

(On donne: e-2 "" 0,74 et e-2 "" 0,2.) 

2 
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Partie A 
1. (E0) désigne l'équation différentielle : y"+ Zy' +y= O. 
Déterminer les solutions générales de (E0). • 

2. (E) est l'équation différentielle : y"+ Zy' + y = 2e-x. 
a) Vérifier que la fonction h définie sur IR par 
h(x) = .t-2e-..- est une solution particulière de (E). 
b) Démontrer que 9 est une solution de (E) si et seule­
ment si g = <p - h est solution de (E0). 

c) Déterminer toutes les solutions de (E). 
d) Déterminer la solution fo de (E) satisfaisant aux 
conditions initiales : fo{O) = 4 et f~(O) = O. 

Partie B 
On considère la fonction f définie par : 

f(x) = (x + 2)2e-x, 
On désigne par («5) sa courbe représentative dans le 
plan muni d'un repère orthonormal, l'unité graphique 
étant égale à 1 cm. 

1. Étudier les variations de f et tracer («5) avec soin. 

2. En remarquant que f est une solution de l'équation 
différentielle (E), déterminer une primitive F de f sur IR. 

( On calculera r (f" + 2/' + f){t)dt ). 

3. Pour tout enti~r naturel n, on pose : In = ft(t)dt. 

a) Exprimer In en fonction de n et en donner une inter­
prétation graphique. 
b) Étudier la convergence de la suite (In), puis en dédui­
re l'aire de l'ensemble des points M(x; y) du plan tels 
que : x ~ 0 et O s; y s; f(x). 

~r;;~a~ 3 · Partie C 
On se propose d'étudier la convergence de la suite (u,.) 
définie, pour tout entier naturel n non nul par : 

1 2 

u,. = \ [r1 + 2n)2e-n + (2 + 2n)2e-n + ... 
n . n 

. .. + (n + 2n)2e-n] 
n k 

= 1
.i I, (k + 2n)2e-n. 

n· k=l 

1. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n, on a : 

· u = .l Ï. t(k) et .l nÎ r(k) = u + 4e - 9 . 
n n k=l n n k=o n " ne 

2. Établir · que, pour tout entier naturel non nul n et 
pour tout entier naturel k_ tel que Os; k s; n - 1, on a: 

f
k+l 

~f(k~l) s; !_n f(t)dt s; ~/(~). 
Il 

3. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, 

J, 
1 4e - 9 

on a: un s; f(t)dt s; u,. + -- . 
0 . ne 
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--
4. En déduire que pour tout entier naturel non nul n, 

on a : I 4e - 9 < u < I 1-ne - n - l' 

5. Étudier la convergence de la suite un, puis préciser sa 
limite. 

Session non:nal.e de 1996, série C. 
i est un espace affine dans leque! esi œ.::smnt un eu.be 
ABCDEFGH tel que : 

- la face ABCD est le support de ce cube.. 
- les droites (AE) et (CG) sont parallèles. 

••- PartieA 
1. Démontrer que/la droite (AE) est parallèle au plan 
(DGH). 

2. Soit I le milieu de [EF], (~
1

) la droite issue de A et 
(6

2
) la droite issue de G, toutes deux sécantes en I. 

Démontrer que les droites (61) let (6z) déterminent le 
plan (AIG). 

3. K est le centre du carré ADHE. Démontrer que la 
droite (BK) est perpendiculaire au plan (AIG). 

■■■1111&1 Partie B 
1 

% est orienté par le repère orthonormal direct 
--+ --+ --)- . 

(A, AB, AD, AE) , I est le milieu de [EF) et K le centre 
du carré ADHE. 

1 . a) Justifier par le calcul l'existence d'un unique plan 
P contenant les points A, I et G. 
b) Déterminer alors une équation cartésienne de ce 
plan. 
c) Vérifier par le calcul que la droite (BK) est orthogo-

~ nale au plan <!/' et déterminer leur point d'intersection J. 

2. TI est un plan de E qui passe par le point B et qui est 
perpendiculaire au plan gj>, (6) est une droite de TI qui 
passe par le point C et qui est parallèle à la droite (BK). 
a) Déterminer une équation cartésienne de TI. 
b) Déterminer les représentations paramétriques de (6). 
c) Démontrer que (6) est parallèle à II et calculer la dis­
tance du point B à la droite (6). 

3. PLRS est un parallélogramme tel que P et L sont sur 
(~). R et S sont contenus dans TI. J1 et J2 sont les milieux 
respectifs des segments [PS] et [LR] ; 0 est le centre de 
gravité de ce parallélogramme. ____ 

2 -+ -+ 
a) Sachant que LR = 3 LS et Mes(LS, LR) = ~ , calcu-

ler, en fonction de LS et de OM, MP2 + ML2 + MR2 + 
MS2, où M est un point quelconque de i . 
b) En déduire l'ensemble (ï) des points de cg tels que : 
MP2 + ML2 + MR2 + MS2 = k, où k est un nombre réel. 
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.. Partie A 
Soit P un plan euclidien, 0 un point de P, V le plan~­

toriel associé à P, a. un élément de l'intervalle ]- ~ ;1{, 
1 et J deux vecteurs unitaires de V tels que : f . J = sin a. 

1. Démontrer que le triplet (0, "t Jj est un rep ère R de P. 

2. Déterminer l'ensemble des valeurs de a pour les­
quelles le repère R est orthonormé. 
Dans toute la suite du problème, on suppose R ortho­
normé. 

3. Soit la fonction numérique f de la variable réelle x 

définie par J1x) = ~; ~ i et (~) s~ courbe représentative 

dans le repère R 
OJ Étudier les variations de f 
b) Démontrer que O est un point d'inflexion de (~). 
c) Construire (~) dans le repère R. 
d } Démontrer que f est une bijection de IR1 sur un inter­
valle I que l'on précisera. 

Partie B 
1. Soit g la bijection réciproque de f 
Expliciter g(x) pour tout élément x de I. 

2. On considère la famille des courbes ('16a. b) d'équation : 

( l+x-a) 2 y= b + log2 1 
, (a, b) e Ill . 

-x +a 

a) Soit M(;) un point de (~a. 1). 

Exprimer y en fonction de g(x - a). 
En déduire que (~a. b) est l'image de (<fb) par l'application 
<f>(a. b) telle que <fl(a, b) = ToS, où T est une translation et 
S une symétrie orthogonale que l'on précisera. 
b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante 
portant sur a et b pour que <fl[a. b) soit une symétrie 
orthogonale. 
c) On suppose : a+ b * O. 
Démontrer que <p(a. hl est la composée commutative 
d'une symétrie orthogonale et d'une translation que l'on 
précisera. 
d) Construire dans le repère R la courbe (~ 3 1) corres-
pondant à a = 3 et b = l. · 

3. Soit h la restriction de f à l'intervalle (0 ; 1), (<(5h) sa 
courbe représentative dans le repère R, D le domaine 
plan limité par (C(5h) et les droites d 'équations respec­
tives x = 0, x = 1 et y = O. On désigne par V(D) le volu­
me de la portion de l'espace engendré par la rotation de 
D autour de l'axe des abscisses. 
Calculer V(D) 
(On pourra utiliser l'égalité: (2x - 1)2 = (zx + 1)2 - 4 (2x).J 
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Partie A 
On considère la fonction numérique réelle f définie par 
f(x) = x - lnlxl, où ln désigne le logarithme népérien et 
lxl la valeur absolue du nombre réel x._ On note (<(6) la 



courbe représentative de f dans le plan muni d'un repè­
re orthonormé (0, f Jj dont l'unité vaut 2 cm. 

1. a) Calculer les limites de f aux bornes de son 
ensemble de définition. 
b) Étudier le sens de variation de f 
(On d.res:;:c:-;: ~ :.l1!eau de variation.) 

2. a) Démontrer que (~) coupe l'axe des abscisses en c:: 
seul point A dont on notera l'abscisse a et vérifier que : 

(J.,E ]-1 ;- ½[. 
b}.Étudier la position relative de la courbe (~) et de la 
droite (D) d"équation y = x. 
c) Tracer la cmrrbe («5), la droite (D), ainsi que la tan­
gente à [~) au point d 'abscisse - 1. 

3. a} Pour tout no~bre réel k élément de]0 ; 1[, 

calculer: A(k) = 4 (1/(x) dx. jk 
b) Déterminer : lim A(k). 

k➔ O 

k>O 

_Interpréter graphiquement ce résultat. 

4. a étant un nombre réel non nul quelconque, on note 
Met M' les points de ('<5) d'abscisses respectives a et- a, 
(T) et (T') les tangentes respectives à(~) en Met M'. 
a) Exprimer à l'aide de a les coordonnées de N, point 
d'intersection de (T) et (T'). 
b) Quel ensemble décrit N lorsque a parcourt iR; ? 

r Partie B 
On note C* l'ensemble des nombres complexes non 
nuls et on considère l'application : F : IC* -► C 

z--ln lzl. 
1. Dans chacun des cas suivants, déterminer l'ensemble 
des nombres complexes vérifiant l'équation : 
a) F (z) = 0 
b) F(z) = z 
c] F(z) = z, où z est le conjugué de z. 

2. Soit G l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d 'affixe z associe le point M' d'affixe z' = F(z). 
On note ~R le cercle de centre O et de rayon R. 
a) Pour tout point de 'fGR d'affixe z, donner une écriture 
simplifiée de F(z). 
b) En déduire G('f6R). 
Pour quelle(s) valeur(s) de R a-t-on G('fGR) = 'tGR? 

Partie C 
L'objet de cette partie est de déterminer une valeur 
approchée du nombre réel a de la question A.2.a). 

On définit la fonction q> sur [- 1 ; - ½]par: 

- f[x) 
q, (x) - x - f'(x)' 

1. a] Démontrer que a est l'unique solution de l'équation : 

XE [- 1 ; -½]. <p (x) = X. 

b) Vérifier que, pour tout x de [- 1 ; -½], on a : 

<p (x) = _:!__
1 

(ln lxl - 1) ; 
x -

q> (x) = (x ~ l )2 f[x). 

c] Étudier le sens de variation de q> sur [- 1 ; - ½] et 
donner une valeur approchée de q>(- ½ ). 

d) Démontrer que, pour tout x de l'intervalle [ a ; - ½ ], 
q, (x) appartient à l'intervalle [ a ; - ½]. 

2. On considère la suite numérique (un) définie par réclll'-
1 

renœ par : { uo = - 2 . 
polll' tout n de N, un+ 1 = q>(u,.) 

a :Jémontrer que : pour tout x de [ a ; - ½], \q>'(x)\ ~ ½: 
b, r.ndéduire que: pour tout n de N, lun+ l -a\ ~½\un - a l. 

c,. Démontrer alors que : 

pour tout n de N, lu11 + 1 - a\ ~ ½ (½)". 
d) Déduire de ce qui précède que la suite (u

11
) est 

corn-ergente et déterminer sa limite. • 
Déterminer un entier n

0 
tel que : luno - a \ ~ 10- 2. 

(On donne: ln 2 = 0,693; ln 3 = 1,098; ln 5 = 1,609.) 
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Le problème comporte dew, parties indépendantes A et B. 

Partie A 
f est la fonction de la variable réelle x définie sur l'in~ 
tervalle [O ; + oo[ par f(x) = 1 

2,.~..2 + 1 
et h est la fonction définie sur le même intervalle par 

h(x) = ln(Jx + )x2+1). 
1. Démontrer que f est une bijection de [0 ; + 00[ vers ]o; ½]. 
2. Le plan est rapporté à un repère orthonormé (0, I;Jj, 
l'unité graphique étant égale à 2 cm. 
Tracer dans ce repère les courbes représentatives de f et 
deJ- 1 . 

3. a) Calculer la dérivée de h. 
b) En déduire l'aire de la partie du plan limitée par 
l'axe des abscisses, l'axe des ordonnées, la droite 
d'équation x = 1 et la courbe. représentative de f 

Partie B 
Le plan est orienté. ABC est un triangle équilatéral tel ---+ --+ rc 
que: AB= BC =CA= 1 et Mes (AB, AC) =3 . 

N désigne le milieu du segment [BC] et G l'isobary­
centre des points A, B et C. 
1. Construire G et calculer GA'. 
2. a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de l'ensemble (E) des points M du plan tels que : 

MA2 + MB2 + MC2 = 1,25. 
Tracer (E) sur la figure précédente. 
Dans toute la suite, r désigne la rotation de centre G qui 
transforme C en A eth l'application qui, à tout point M du 

----➔ ~ -+- ----+ 
plan, associe le point M' tel que: MM' =MA +MB +MC. 

On pose: s = hor. 

3. a) Démontrer que h est une homothétie dont on pré­
cisera le centre et le rapport. 
b] Déterminer puis tracer sur la même figure qùe précé­
demment l'image de (E) par h. 
c] Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s. 
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4. On note I le symétrique de A' par rapport à C, J le 
point de la demi-droite [A' A) tel que : 

➔ - -A'J = 1, u = A'I et v = A'J. 
a) Démontrer que (A' ,Û ,v) est un repère orthonormé. 
b) M étant un point d'affixe z et M' son image par s, 
exprimer l'affixe z' de M' en fonction de celle de M. 
En déduire l'expression analytique des dans le repère 
(A',û ,v). 

7 Centrafrique 
Session normale de 1997, série C. 

On considère la fonction numérique f de la variable 

réelle x définie par : f(xl = ~
2

. 
x+ 

On désigne par ('€) la courbe représentative de f dans 
un repère orthonormé (0,- I , J), l'unité graphique étant 
égale à 2 cm. 

1. a) Déterminer l'ensemble de définition D de f 
Étudier les limites de faux bornes de D. Préciser les 
as)'!Dptotes de la courbe ('€). 
b) Etudier les variations de f; 
dresser son tableau de variation. 
Déterminer une équation de la tangente (Tl à ('€) au 
point d'abscisse O. 
c) Construire avec soin (T) et la courbe ('€). 

2. On se propose de montrer que l'équation /(xl = x 
admet sur (0 : 1) une solution unique. 
a) Étudier les variations de la fonction dérivée f' sur [O ; 1). 
Démontrer que pour tout x de l 'intervalle [O ; 1], on a : 

1 <['( ·) < 2 4 - .t -3, 
b) Étudier les variations de la fonction numérique g 
définie sur [O; 1 ) par: g(x ) = f(x ) -x. 
Démontrer que l'équation f(x ) = x admet dans (0 ; 1) 
une solution unique a. 
Vé 'f . 1 < < e n1erque. 2 _a_ 3. 
3. On se propose de déterminer une valeur approchée 

de a. . u = l 
Soit (un) la suite définie par: { 0 2 . 

pour tout n de N, un+ 1 = /(un) 

a} Démontrer par récurrence que : 

pour tout n de N, t :S un :St 

b) En utilisant l'inégalité des accroissements finis, 
démontrer que : 
pour tout n de N, lun + 1 - al :S 1 !un - al. 
En déduire que : 
pour tout n de N, lun - al :S Œ)" !u0 - al :S (~)" + 

1
. 

c) Démontrer que la suite (un) est convergente. 
Quelle est sa limite ? 
d) Déterminer un entier flu tel que : 
sin;?: flu, alors lu,. - al :S 10-2• 

4. Ne connaissant pas de primitive de la fonction/ sur 

[ 0 ; ½ ], on se propose de déterminer un encadrement de 

l'intégrale I = f: f(x) dx. 

a) Justifier l 'existence de I et en donner une interpréta­
tion graphique. 
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b) On pose: J = f: (2 -x) e-r dt et K = f: x1 f{x} dt'. 

Vérifier que : 41 = J + K. 
c) Calculer J. 

1 d) Quelle est l 'image par f du segment [ 0 ; 2] ? 

En déduire un encadrement de K par deux intégrales 
simples que l'on calculera. 
e) À l'aide des questions précédentes, écrire un enca­
drement de l'intégrale I. 
En déduire un encadrement de I, d'amplitude 10- 2 par 
des nombres décimaux. 

8 Comores 
Session normale de 1997, série C. 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (0, t Jj, 
l'unité graphique étant égale à 2 cm. 

Partie A 
1 . Soit fla fonction numérique de la variable réelle défi­
nie par f(xl = x - 1 + ln(3 - xl et (~) sa courbe repré­
sentative. 
a) Déterminer l'ensemble de définition Dr de la fonc­
tion/ 
b) Étudier les variations de f en précisant les limites de 
faux bornes de Dret établir son tableau de variation. 
c} Soit (D) la droite d'équation y= x -1. 
Étudier la position de (~) par rapport à (Dl ; déterminer 
les coordonnées de leur point d'intersection. 
d) Tracer la droite (Dl et la courbe (~ ). 
2. Soit E le domaine plan délimité par la courbe(<€), la 
droite d'équation x = 0 et la droite (D). 
Calculer l'aire s4. de E. 

Partie B 
Dans cette partie, à tout point M du plan de coordon­
nées (x; y), on associe son affixe z = x + iy. 
Soit S l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z associe le point M1 d'affixe z1 telle 
que : z1 = (- 1 + i)z + 1 + 4i. 
1. Donner la nature de S et déterminer ses éléments 
caractéristiques. 
2. Calculer les coordonnées x et y du point M en fonc­
tion des coordonnées x1 et y1 du point M1. 

3. Déterminer les équations des transformées par S de 
la droite d'équation x = O et de la droite (D). 
4. Soit g la fonction numérique de la variable réelle 
définie par : g(x) = - x - 1 + 2ex et (r) sa courbe repré­
sentative dans le repère (0, f Jj. 
Soit Mun point de (((l) et M1 = S (M). 
Vérifier que l 'abscisse x 1 de M1 peut prendre toute 
valeur réelle et démontrer que M1 est sur la courbe (r). 
Réciproquement, si M1 est sur la courbe (r), montrer qu'il 
existe un point M de la courbe _(({g) tel que M1 = S (M). 
En déduire que (r) est l'image de (<€) par S. 

·-~ Partie C 
1. Établir le tableau de variation de la fonction g en pré­
cisant les limites de g en - oo et en + oo, 



2 . Démontrer que la droite d'équation y = - x - 1 est 
asymptote à (r). 

3. Tracer la courbe (ï) et la droite d 'équation y = - x + 5 
dans le même repère (0, -C Jj , mais avec une couleur 
différente de celle utilisée pour {~) et {D). 

4. On appelle E1 la partie du plan délimitée par la courbe 
(ï) et les droites d'équations respectives x = 0 et 
y =-X+ 5. 
On admet que la partie E est transformée en E1 par S. 
Exprimer l'aire de la partie E1 en fonction de l'aire de E, 
puis donner sa valeur . 

. 9 Côte d'IVOir:è"'"-"' 
Session normale de 1997, série C. 

Partie A 
S . 1 r . fd'f" . {f(O) = 0 01t a 1onct10n e 1me par : · x lnx . 

f(x) =--
1

, Sl X> 0. 
. x+ 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en O. 

2. Soit <p la fonction définie sur ]O ; + 00[ par : 
<p(x) = lnx + x + 1. 

a) Étudier les variations de q>. 
b) Démontrer que l'équation cp(x) = 0 admet une solu­
tion unique p telle que : 0,27 s p s 0,28. 

1. a) Exprimer f'(x) en fonction de <p(x). 
En déduire les variations de f 
b) Vérifier qu~ : f(Pl = - p. 
2. Tracer la courbe représentative de f dans le plan 
muni du repère orthonormé (0, I, J). 
On placera les points d'abscisses 1 ; 3 ; 4; e2 ; 12. 
(On prendra : ln 0,27 ~ - 1,31 ; ln 0,28 ""' - 1, 27 ; 
ln 2""' 0,7; ln 3""' 1,1 ; ln 5""' 1, 6.) 

i:iiiB~ Partie B 
l. a) Démontrer que l'équationf(x) = 1 admet une solu-
tion unique a dans [3 ; 4]. 

1 
b)Démontrer que les équations f(x) = 1 et e1 +,_; = x sont 
équivalentes. 
2. Soit g la fonction définie pour tout nombre réel stric-

1 
tement positif x par: g(x) = e1 +:.. 
a) Étudier les variations de g. 
b) Démontrer que pour tout x élément de [3 ; 41, g(x) 
est un élément de [3 ; 4]. 
c) Démontrer que : V x E [3 ; 41, g'(x) s -

2
1 

3 5 . 
(On prendra : e 4 ""' 3,8 et e 4 ""' 3,49.) 

3. Soit (un) la suite définie par : u0 = 3 et la relation de 
récurrence : un + 1 = g(uJ 
a) Démontrer que, pour tout entier positif ou nul n : 

lun+1-al s½lull - al. 

En déduire que : lu,, - al s in. 

b) Démontrer que la suite (u,,) est convergente. 
Calculer sa limite. 
c) Pour quelles valeurs de n, un est-elle une valeur 
approchée de a à 10-2 près ? 

Partie C 
1. Soit n un entier naturel non nul. 

Démontrer que l 'équation f(x) = n admet une solution 
an et une seule. 
Placer a 1 et a 2 dans le même repère que précédemment. 

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n , 
on a : a,,~ en. 
b) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n , 

f(a,.) = n est équivalent à m(';) = :; . 
c) Déduire des questions 2 . a} et 2. bJ\ue la suite (:!) 
(ne N*) est convergente et calculer sa limite. 
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Dans ce problème, n est un entier naturel différent de 
zéro et on considère la famille de fonctions t;, définies 

{
f, (x ) = r' ln (1 + ~), six ;t 0 

sur (0 ; + 00( comme suit : n X 
t;,(o) = o 

Pour les représentations graphiques, le plan est muni 
d'un repère orthonormal d'unité graphique 2 cm, et on 
note (((;ln) la courùe reJJrésentative de la fonction f,,. 

Partie A 
Dans cette première partie, on se propose d'étudier la 
foncti~mJ;_. 
1: a) Etudier la continuité de f,_ en O et son comporte-
ment en+ 00

• f, (x) 
b) Étudier le comportement du rapport 7 lorsque x 
tend vers o. 
Que peut-on conclure pour la fonction!,_ en O et la courbe 
(~1)? 

2. a) Justifier la dérivabilité de J;_ sur JO ; + oo[. 
Calculer f~ (x) puis f ~(x) pour tout nombre réel apparte­
nant à ]O ; + oo[. 
b) Étudier successivement les variations de[ ; et de J;_ et 
dresser le tableau de variation de J;_. 
3. Tracer la courbe ('{:1), suu asymptote et la tangente àu 
point O. 

Partie B 
La seconde partie est consacrée à l'étude des fonctions 
f,, lorsque n ~ 2. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f,, en O puis 
le comportement de f,. en + 00• 

2 . a) Justifier la dérivabilité de fn sur ]O ; + 00[. 

Démontrer que : f,,(x) = xn- 1gn(x), où g,. est une fonction 
définie sur ]O ; + 00 ( que l 'on déterminera. 
b)Étudier les variations de la fonction g,. et en déduire 
le signe de g,.(x). 
c]Dresser le tableau de variation de[,,_. 

Partie C 
La troisième partie porte sur les courbes (C€n) lorsque 
n~ 2. 

1. Quelle est la tangente à(<€,.) en 0, origine du repère? 

2. Étudier la position relative de (<€,,) et de (~ ,, + 1) pour 
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n ~ 2. 
Quelle est la position de (~1) par rapport à toutes les 
courbes (Cf5 n) ? 

3. a) Déterminer: lim [x2 ln (1 + 1)- (x - -
2
1 )]. 

X➔ +oo X 
Que peut-on en conclure pour (~

2
) ? 

b) Préciser la position de (~ 2) par rapport à la droite 
d 'équation : y= x -l. 
4. Tracer (~2) et(~) dans le même repère que (~

1
). 

~t j Mauritanie~ 
'---

Session normale de 1997, série c_ 
L'objet du problème est l'étude des solutions de l'équa­
tion d'inconnue y: x = (~ + 1)", ou n est un entier natu­
rel non nul. 

•••~ Partie A 
Le plan est rapporté au repère orthonormal (O. Ï:, ë\ 
x et y sont des nombres réels et n = 2. 

1. Démontrer que les points M du plan dont les coor­
données (x ; y) vérifient x = (~ + 1)2 sont les points 
d'une conique (r) que l'on repn§sentera. 

2. Soit g l'application de ~+ vers IR définie par : 
g(x ) = 2(µ - 1). 

a) Étudier les variations de g et montrer que sa courbe 
représentative ('<6) est une partie de la conique ([). 
b) Calculer l'aire de l'ensemble des points M dont les 

{
o :5:x:$; 1 · 

coordonnées (x; y) vérifient: g(x) :,; y:,; 0 . 

En déduire l'aire de la partie du plan limitée par la cour­
be (~) et le segment [A

0
A

1
], où A

0 
est le point de coor­

données (0; g(O)) et A1 le point de coordonnées (1 ; g(l)). 
On considère le point Ak de coordonnées (k ; g (k)), 
où k EN. 
Démontrer que, pour tout k E N, l'aire de la partie du 
plan limitée par la courbe (<g) et le segment [AkAk + 

1
] 

est égale à ½. 

Partie B 
Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal 
(o, 'il,;\ 
x et y sont des nombres complexes et ne N*\(1}. 
1. Démontrer que, pour tout nombre complexe x non 

nul, l'équation x = (* + 1)" admet n solutions distinctes 
Yo, Yi,···, Yn-1· 
2 . On suppose que : x = 1. 
On note 10 , 11 , ... , In_ 1 les points qui ont pour affixes les 
solutions de l'équation zn = 1, z E IC. Soit M

0
, M

1
, •.. , 

Mn_ 1 les points d'affixes respectives .IJo, y1 , ... , Yn _ 1 
définis à la question B1. 
a) Démontrer que les points M0 , M1 , ... , Mn_ 1 sont les 
images des points 10 , 11 , ... , In-l par une transformation 
que l'on déterminera. 
Démontrer que les points M

0
, M1, ... , Mn_ 

1 
sont les 

sommets d'un polygone régulier. 
Faire un dessin dans le cas den = 4. 
b) Soit Gn l'isobarycentre des points M0 , M1, .. . , Mn _ 1. 
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Déterminer l'affixe de Gn. 

fflllJPilliœl Partie C 
x est un nombre réel strictement positif fixé. 

1. n étant donné dans N*, exprimer y en fonction de x. 

2. On considère la suite réelle de terme général : 
un(x ) = n{\x - 1), n > O. 

Pol!.! éàuiier le sens de variation de cette suite, on cal­
cu!e ooc::- mut n de ,-.. . u . , (x) - u (x ) en fonction de 
!a, c ··-:xp r c!ËÏ:cie par x :~ t',:n + lJ, ; E ~+-
~ lJllB u,. _ 1(x) - un(x ) peut s'écrire sous la forme 
{r - 1:P{r) où P(t) est un polynôme de la variable t. 
Éœrlier le signe de P(t) stùvant les valeurs de t et en 
d.éè.nire le sens de variation de la suite réelle de terme 
gârréral unf.t:) sur N*. 

3. Démontrer que : 

pour tout x e IR+, x fixé, lim n,Îx = 1. 
n ➔ +c,o 

4. On suppose que : x E ]1 ; + oo], x fixé. 
a) Démontrer que pour tout ne N*, u,,(x) > O. 
En déduire que la suite u,.(x) est une suite convergente. 

b) Exprimer, pour tout n E N*, u,.(il en fonction de 
u)x). 

En déduire que lim u (l) existe. Quelle est cette limite ? 
n➔+ oo nx 

5. a) On suppose que : x = 1. 
Que peut-on dire de la suite de terme général un(l) ? 
b) Déduire de ce qui précède que pour tout x de ]O; + 00[, 

la suite de terme général un(x) tJst une suite convergente. 
On note j(x) la limite de cette suite. Préciser /(1). 

-12 Togo: 
Session normale de 1997, série C. 

Partie A 
Soit fla fonction numérique de la variable réelle x définie 

parf(x) = exp (i :;), où exp désigne l'exponentiel népé­

rien. Soit (<f6) la courbe représentative de f dans un repère 

orthonormé (0, f Jî. 
1. a) Étudier les variations de f, puis dresser son tableau 
de variation. 
b) Justifier que l'on peut prolonger f par continuité à 
gauche en - 1. 

2. a) Démontrer que f est une bijection de son ensemble 
de définition vers un sous-ensemble Ide IR que l'on pré­
cisera. 
b) Expliciter j 1 (x). 

3. Soit (C(f ) la courbe re_J?résentative de ,f1. Tracer ('<6) et 
(<f6') dans le repère (0, i, Jj. 
4. En s'aidant de la méthode des rectangles, donner un 
encadrement de la partie du plan limitée par les courbes 
('<6) et (~') et les droites d'équations : y= 2 et x = 2. 
(On pourra subdiviser l'intervalle [1 ; 2] en cinq inter­
valles de m ême amplitude). 

Partie B 
Soit fa. la fonction numérique de la variable réelle x 



définie par: f~(x) = exp (a -x )(a -:t- 0). 
a+x 

On désigne par (~o:l la courbe représentative de f~ dans 
le repère (0, -C Jj. 
a] Étudier les variations de fo: et établir son tableau de 
variation suivant les valeurs de a, (a -:t- 0). 
b) Démontrer que pour tout a non nul, fo: est une bijec­
tion de son ensemble de définition vers un sous­
ensemble J de IR que l'on précisera. 
c) Expliciter t;.1 (x). 

Partie C 
Dans cette question, on suppose : a> Oeta -:t- 1. 

1. Trouver une application affine g transformant ('€) en 
(~o:), et-1J.ne application cp transformant(<€') en (<<i: 'o:), où 
(~ ' o:l désigne la courbe représentative de /~1• 

2. Soit (r) le cercle de centre O et de rayon 1. Soit (f o:) 
l'image de (r) par g et (r' o:l l'image de (f) par cp. 
a) Donner une équation cartésienne de (ro:) et de (f'o:l 
dans le repère (0, f .ÎJ. 
b) Préciser les éléments caractéristiques de (fo:l et (f'o:) 
dans ce repère. 

3 . T:.f~er (r o:) pour a = ½ et a = 2 dans le même repère 
(O, i, jJ. 
4. a) Déterminer la transformation t telle que t (f o:)= (f' o:l · 
b) Démontrer qu'il existe une similitude directe S et 
une similitude indirecte S' telles que : 

S(ro:l = (r1) et S'(ro:l = (r1l-
ëï ëi 

c) Peut-on dire que S = S' ? 
Si non , expliquer alors le résultat du 4. b). 

5. On suppose dans cette question a> 1 
et on pose: sn = sn - 10S, n E N, n ~ 2. 
Vers quel ensemble converge S"(ro:), lorsque n tend vers 
plus l 'infini ? 

13 Burkina~Félso 
Session de remplacement de 1998, série C. 

--, Partie A 
On considère la fonction numérique g définie sur l'inter-

[ 1 [ x 2 x 3 
vallel= - 2 ;+oo par:g(x)=ln(l+x)-x+ 2 - 3 . 

1. Démontrer que pour tout t de I on a : g '(t ) = ; !\ . 
2. Déduire de 1. que pour tout t de I, on a : 

{
- 2t3 ~g'(t ) ~ o, si t ~ o 
O ~ g'(t) ~ - 2t3 , si-½ ~ t ~ 0 

puis, en intégrant, démontrer que pour tout x de I, on a: 
-½ x4 ~ g(x) ~ O. 

e,.,.n"""-::__ Partie B 
Soit fla fonction numérique définie sur ]- 1 ; + 00 [ par : 

{ 
f( ) _ x - ln(l + x ) . 

0 X - 2 , Sl X -:f; 
X 

/(0) = ½ . 
On note [<€) la courbe représentative de f dans le plan 
rapporté à un repère orthonormal (0, -CJ) (unité : 2 cm). 

1. a] Vérifier que pour tout x ~ -½ et x "#- 0, 

f(x) = - g(x) + 1_ _ ~ 
x 2 2 3. 

b) En utilisant l'inégalité trouvée en A.2. démontrer que 
f est dérivable en o et déterminer une équation de la 
tangente (Tl à (~) au point d'abscisse O. 
c] f est-elle continue en O ? Justifier votre réponse. 

2. Soit h la fonction définie sur ]- 1 ; + oo[ par : 

h(x) = -x
2 

- Zx + 2ln(l + x). 
1 +x 

a] Étudier le sens de variation de h. 
Calculer h(O) et en déduire le signe de h sur ]- 1 ; + oo[. 
b) Démontrer que pour tout x appartenant à 

]- 1 ; 0 [ U ]O; + oo[, on a :f'(x) = h(.:1, 
X • 

c) Dresser le tableau de variation de f en précisant les 
limites de faux bornes de son ensemble de définition. 

3. Construire la courbe (~ ) et la tangente (T). 
Préciser les asymptotes à ('€). 

4. Calculer en cm2 l'aire .sd(À.) du domaine plan limité 
par les droites d'équations x = 1, x = À (À> 1). l'axe des 
abscisses et la courbe ('€). 
Déterminer lim .sd(À). 

À ➔ + 00 

Partie C 
1. a) Démontrer que la fonction <p définie sur ]- 1 ; + oo[, 
par cp(x) = f(x) - x est continue et strictement croissante. 
b) En déduire que l'équation f(x) = x admet une solu­
tion unique a dans )- 1 ; + 00[ et que ¾ $ a $ 1. 

2 
2. Sachant què pour tout x ~ 0 on a x - ~ ~ ln(l + x) 

démontrer que pour tout x ~ 0 on a: --
1

1 ~f'(x) ~ 0; 
+x 

puis que pour tout x de l'intervalle [¾ ; 1 ] , lf'(x)I $ l. 
(On pourra utiliser les résultats de B2). 

3. Soit J l'intervalle [¾ ; 1]. Démontrer que f(J) c J. 
4. On définit la suite (u,)" e N par : 

u0 = ½ et pour tout n E N, u,, + 1 = f(u,J 

a) Justifier que pour tout n E N, un E J. 
b) Démontrer que pour tout ne N, lu,,+ 1 - cxl ~ l lu,, - al ; 

puis que pour tout n E N, iu11 - al $ ¾ (!Y. 
c] En déduire que la suite (u

11
)" e N converge et détermi­

ner sa limite. 
d) Déterminer l'entier n0 tel que pour tout n ~ n

0
, u,, est 

une valeur approchée de a à 10-1 près. 
(On donne: 
0,69 ~ ln 2 ~ 0,70; 0,22 ~ ln j $ 0,23; Jn

3
~ ~ - 2,01). 

j_ 4 Burkina-Faso --
Session normale de 1998, série E. 

Le plan est rapporté au repère orthonormé (0, e
1

, ~), 

l'unité graphique étant égale à 2 cm. 

Eli..,1t.t:.:... .. :;:;;J Partie A 
Soit l un nombre réel fixé, on note N le point d'affixe 
zN = 2(cos t)eit et M le ppint d'affixe zM = 2(1 + cos t)_eit. 
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1. a) Démontrer que N est sur le cercle ('€) de centre Q 
d'affixe Zn = 1, passant par 0, quelle que soit la valeur 
fixée de t. 
b) Vérifier que les points 0, Net M sont alignés et cal­
culer NM. 
~! ~o~~ruire N~ et M1 pour t1 =~ ,puis~-: enr1 pour 

1 4. 
2. Po~ t fixé, on considère la translation T ~ de vec-
teur NM. 
a) Démontrer que l'image ('fi:') de f-t) pc.r T :--~ est un 
cercle dont on précisera le centre et le ::cyon. 
b) Démontrer que ('€) et ('€') soTI~ ia:ngents au point I 
d'affixe : z1 = 1 + eit_ 

3. Démontrer qu'il existe une ré1!exi.cm d'axe(~), que l'on 
caractérisera, qui transforme f'f) 61 f,€"). On la note R. 

4. On suppose que : 1 # O. 
Soit R

1 
la réflexion qui transfon::ie O en N. 

a) Déterminer son axe (-\l-
b) Justifier que l'on a::\[ = TXM0 ~ (0). 
c) En déduire que ~1 est l'image de O par R. 

5. On suppose quel#-;: et on note Ûle vecteur d'affixe: 
z.; = sine + sin2t - i(cost + cos2t). 

Démontrer qu e Û est orthogonal à ÏM. 
6. Compléter la construction précédente en construisant : 

- pour t 1 = ~ le point Q :1, ce~e de l'image (~1) de (Cf6) 

par la translation de vecteur N1M1 et le point de tangen­

ce 11 de (<f61) et (~ ). 
-pour t'1 =-~ le point Q'1, ce~e de l'image(~;) de (cf6) 

par la translation de vecteur N~M; et le point de tangen-, 

ce 1; de (~;) et (~). 

fl:ï(lsffiC.u:;:;;;;~ Partie B 
On se propose d'étudier la courbe (r) décrite par le 
point M dont les coordonnées dans le repère (0, e1, ê2) 

{

x(t) = 4(cos2 % ) cost 
sont données par : t t E lit 

· y(t) = 4(cos2 

2) sint 

1. a) Étudier la parité des fonctions x et y. 
b) Étudier la périodicité des fonctions x et y. 
c) En déduire qu'il suffit de savoir tracer la partie de (r) 
correspondant à O s t s 1t pour obtenir (r) par une trans­
formation que l'on précisera. On note (ri) cette partie 
de (r). 

2, a) Vérifier que pour tout t élément de [O ; n;] on a : 
x'(t) = - 2(sint)(2cost + 1) et y'(t) = 2(2cost - l)(cost + 1). 

b) Étudier les variations des fonctions x et y. 
➔ 

3. Soit V(t) le vecteur de coordonnées (x'(t) ; y'(t)). 
➔ 

a) Justifier que le vecteur V(t) est un vecteur directeur 
de la tangente en M à (rJ, sauf pour une valeur de t que 
l'on donnera. 
b) On note B le point d'intersection, autre que 0, de (r1) 

et l'axe des ordonnées. Calculer l'ordonnée de B et 
déterminer la tangente à (r1) en B. 

c) Déterminer les points de (r1) pour lesquels le vecteur 
-► 
V(t) dirige un des axes du repère. 

4. Pour t E ] ~ ; n[, ~n ·note a le coefficient directeur de 
la droite (OM). 
a) Démontrer que : a = tant. 
b) En déduire la tangente en O à (r1). 
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--~-·'".:.! Partie C 
Construction de (r). 
1. On suppose que Ma pour affixe: zM = 2(1 + cost)eit_ . 
Démontrer que : « M appartient à (r) équivaut à M a 
pour affixe zM ». 

2. Vérifier que V(t) = - zû, Û étant le vecteur défini 
dans la partie A.5. 

3. Tracer (r) dans le repère (0, ~' ~) déjà utilisé dans 
la partie A, en tenant compte des résultats obtenus aux 
questions A, B et C et en plaçant tous les points particu­
liers obtenus ainsi que les tangentes en ces points à (r). 

Session normale de 1998, série C. 

Soit fla fonction numérique de 1a variable réelle x définie 

{

f(x) = ze-<+ 1 -x2 - Zx-2, six <-1 

par: f(x) = 1 + sin3 7îX, si - 1 $ x s 1 . 

f(x) = x + ln(1
2
:x), si x > 1 

On désigne par (Cf6) la courbe représentative de f dans le 
plan rapporté à un repère orthonormé (0, t J), l'unité 
graphique étant égale à 2 cm. · 

1. Déterminer l'ensemble de définition Dl de f 
2. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en x = - 1 
et X= 1. 

3. Étudier les variations de f 

4. Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet deux solu­
tions, l'une notée x

0 
que l'on précisera et l'autre notée o:; 

a E ]- 2; -1[. 

5. Démontrer que la parabole (P) d'équation 
y = - x 2 - Zx - 2 est asymptote à (46). Préciser l'autre 
asymptote. 

6. Tracer (~) et (P). 

7. Calculer en cm2 l'aire du domaine plan limité par la 
courbe (~), les droites d'équations y= 1, x = 1 et x = O. 

8. On définit l'application g = hoS(,W où h est l 'homo­
thétie de centre O et de rapport 2, S(e.J la symétrie ortho­
gonale d'axe la droite (ô) d'équation y = x. 
(r) désigne la représentation graphique de la restriction 
de f à l'intervalle [O ; 1]. 
a) Caractériser g. 
b) Construire les points J', A', I' et B', images respectives 

par g des points J(O; 1), A(½; 2), I(l; 0) et B(l; 1). 

c) Tracer (r'), image de (r) par g. 
d) En déduire l'aire du domaine plan limité par (r'), les 
droites (J'B'), (OJ') et (OI'). 

Session normale de 1998, série C. 

Ce problème comporte trois parties A , B et C. Les parties 
B et C sont indépendantes. 



Le plan est rapporté à un repère (0, Û, v'), l'unité gra­
phique étant égale à 1 cm. 

Partie A 
On considère la fonction f définie sur [ 0 ; + oo[ par : 

flx) = X - 4.jx + 4. 
1. a) Étudier la dérivabilité de f en O. En déduire une 
interprétation géométrique. 
b) Étudier les variations de f 
c) Tracer la courbe représentative(~) def dans le repère 
(0, û, v'). 
On utilisera la feuille de papier millimétré dans le sens 

/ horizontal. On placera l'axe Oy à 3 cm du bord gauche 
de la feuille et J'axe Ox à 3 cm du bas de la feuille. 
2. a) Soit g la restriction de f à [4 ; + 00[. 

Démontrer que g est une bijection de [4 ; + oo[ sur [O; + oo[ 
et que ·son application réci_p_roque g- 1 est définie sur 
[0 ; + oo[ par : g- 1(x) = X + 4 / X + 4. 
b) Tracer la courbe représentative (~') de g- 1 dans le 
même repère que (~). On note (H) la courbe ((~) u (~'). 
3. Soit (E) la courbe d'équation 

x2 + y2 - 2xy - Bx_- By + 16 = 0 

dans le repère (0, Û, v\ 
a) Démontrer que pour tous les réels x et y positifs, on a : 
x 2 + y2 

- 2xy - 8x - By + 16 = 0 ~ [y - j(x))[y - y- 1(x)] = O. 

En déduire que : (H) = (E). 
b) Démontrer que si un point M(a; b) appartient à (E) 
alors le point M'(b ; a) appartient également à (E). 
En déduire que la courbe (E) admet un axe de symétrie. 
Préciser cet éQ(e. 

4. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la 
courbe (~). l'axe des abscisses et l'axe des ordonnées. 

~s::1 Partie B 
1. Soit m un nombre réel appartenant àTintervalle )- 2 ; 2(. 
a) soit les points Am de coordonnées (2 + m ; 0) et Bm 
de coordonnées (0 ; 2 - m). 
Écrire une équation de la droite (Dm) passant par A;n et Bm. 
b) Soit (11m) la droite d'équation : x - y- 2m = O. 

Démontrer que le point d'intersection Tm des droites 

(Dm) et (t.m) a pour coordonnées (¼ (2 + m)2 ; ¼(2 - m)2 ). 

c) Démontrer que la droite (Dm) est tangente à (~) au 
point Tm. 

2. a) Soit Hm le projeté orthogonal de Tm sur la droite (6) 
d'équation y= -x. 
Démontrer que le point Hm a pour coordonnées (m; - m). 
b) Soit F le point de coordonnées (2 ; 2). 
Démontrer que le quadrilatère AmHmBmF est un carré 
pour tout m appartenant à)- 2 ; 2[. 

3 . Pour m =½,placer le point Tm' tracer les droites (Dm), 

(t.m) et le carré AmHmBmF. 

üt..i■- Partie C 
1. Soit M un point d'affixe z. 
a) Démontrer que le point H d'affixe z -

2
iz est le pro-

jeté orthogonal de M sur la droite (6). :_ 
b) Démontrer que la distance de M à ( 6) est égale à 1 

2 
\ iz 1 · 

2. a) Démontrer que l'ensemble des points M d'affixe z 

telle q~e I z \îz 1 = Jz - (2 + 2i)I est la courbe (E). 

b) Interpréter géométriquement ce résultat. 
En déduire la nature de la courbe (E). 
En donner deux éléments caractéristiques. 

11 côte d'ly_aire 
Session de remplacement de 1998, série C. 

On considère la fonction f définie sur IR! par : f(x) = x ~ ex· 
• 

On désigne par (~) la courbe représentative de f dans le 
plan muni d'un repère orthonormé (0, I, J), l'unité gra­
phique étant égale à 4 cm. 

:JE ~ Partie A 
1. a) Calculer f'(x) pour tout nombre réel x, puis étudier 
le signe de f'(x) suivant les valeurs de x. 
En déduire le sens de variation de f 
b) Déterminer les limites de f en+ 00 et - 00 et dresser le 
tableau de variation de f 
2. Démontrer que le point A de coordonnées (0 ;,½ l est 
un centre de symétrie de (~ ). 
3. Déterminer une équation de la tangente (T) à (({&) au 
point A. 

4. Soit <p la fonction définie par : q>(x) = ½ - ¼ x - fix). 

a) Démontrer que : '<;/ x e ]- oo ; O[, <p(xl > 0 ; 

'<;/XE ]0 ; + oo(. <p(x) < O. 
b) En déduire la position de (T) par rapport à (({&). 
c) Tracer (Tl et (~ ). 

eu~~ Partie B 
Pour tout nombre réel non nul m, on considère les fonc­

tions fm définies par : fm[x) = f (;:-J 
(~ml désigne la courbe représentative de fm dans le 
repère (0, I, J). 
Soit Tm la transformation du plan dans lul:lP-ême 4!:!i.à 
tout point M associe le point M' tel que : HM' = m HM, 
où H est le projeté orthogonal de M sur (OJ). 
1. a) Déterminer la nature de T _ 1. 

b) Démontrer que (C~m) est l'image par Tm de(<€). 
c) Tracer (~_ 1). . ,._ 

2. Soit À. un nombre réel. On pose : Im(À.) = Î fm(x) dx. J_ ,._ 
Calculer Im(À.) et en déduire que 1m(Àl est indépendant de 
m. 

~~~t"· •.• Lw Partie C 
Soit g la fonction définie sur IR! par : g(x) = x - f(x)._ 

1. a) Étudier le sens de variation de g . 
b) Calculer les limites de g en+ oo et - oo. 

c) En déduire que l'équationf(x) = x admet une solution 
unique a. et que .!. :=;:; a. :=;:; .!. 

, 4 2. (1 1] . (1 1] 2. a) Demontrer que : '<;/ x e 4 ; 2 , f(x) e 4 ; 2 -

b) Calculer f"(x). 

En déduire que : '<;/ x e [¼_; ½]. lf'(x) 1 :=;:; ¼ · 
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cJ En déduire que : 'if x E [¼ ; ½ ], lf(x) - al :S: ¼ lx - al. 
3. Soit (Un) la suite de nombres réels définie par la rela-
tion de récurrence : U

0 
= ¼ et 'if n E ~ i; _ __ ! = /[lîJ. 

a) Démontrer que : 'if n E N, un E [¼ : ¾ ~ 
b) Démontrer que : 'if n E N, IUn- l ..:. œ -:S: ¼ rc. - al. 

c) En déduire que: 'if n E N, IG.,, - al $ ur-1
. 

4. a) Déterminer la limite de (L_,. 

b) Trouver le plus petit enêe: :E.:.:...ie! p tel que : 
IU - m :s: 10--:?. p 

~- 18 Côte d'Ivoire_; 
Session normale de 1998, série E. 

Dans tout le p..-o:à!è:ne. n désigne un entier naturel non 
nul. On œ:is!&:-e "!a :inctïonf,, de~ vers IR définie par: 

f,,.f;c) = x" e- .r. 

On note Cn la courbe représentative de fn dans le plan 
muni d'un repère orthonormé, l'unité graphique étant 
égale à 3 cm. 

■----- Partie A 
1. Étudier les variations de fi et déterminer sa limite en+ 00• 

Tracer C1 en précisant la tangente à l'origine. 

2. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, étudier les 
variations de f,

1
• • 

Tracer C3 dans un autre repère, en précisant la tangen­
te à l'origine. 

3. On note Sn la symétrie orthogonale d'axe la droite 
d'équation X= net C'II l'image de en par SIi. 
a) M étant le point du plan de coordonnées (x ; y), cal­
culer les coordonnées (x' ; y') de son image M' par S11• 

b) Démontrer que C' n est l'ensemble des points M dont 
les coordonnées (x; y) vérifient : x::;; Zn et y= f,,(2n -x). 
c) Tracer C'3 dans le même repère que C3. 

Pour x::;; Zn , on pose : g
11
(x) = 1;,r2n - x). 

d) En interprétant géométriquement les intégrales, jus-
tifier l'égalité : f.2n ln 

. fn(t) dt = g11(t) dt. 
n O 

4. Pour tout x élément [O ; n], on pose : 
h

11
(x) = ln(g

11
(x)) - ln(f;,(x)). 

a) De l'étude des variations de h 11, déduire le signe de 
~W- . 
b) Démontrer que pour tout x appartenant à l'intervalle 
[O ; n ] on a : fn(x) ::;; g

11
(x). 

c) Déduire de ce qui précède l'inégalité : r f11(t) dt::;; J:11
1,,(t) dt. 

Ellt3t;;r..._:..::l Partie B 
Pour tout nombre réel positif x, on pose: F n{x) = f 1,,(t) dt. 

1. Démontrer que la fonction F n est croissante sur [O ; + oo[. 

2. À l'aide d'intégrations par parties : 
a) Calculer F /x). 

b) Démontrer que, pour tout nombre réel positif x et 
pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on a : 

F n + 1 (x) = (n + l)F n(x) - f,, + 1 (x) . 
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3) En déduire à l'aide d'un raisonnement par récurrence. 
que pour tout nombre réel positif x et pour tout entier n 
supérieur ou égal à 1 : 

Fn(x) = n ![1 - e-x(1 + f, +~: + ... + ;; )]. 

4. a) Démontrer que : lim F n(x) = n !. 
X ➔ + oo 

b) Démontrer que pour tout nombre réel positif ou nul 
x, on a : F n{x) ::;; n ! 

faaïJftl~~ Partie C 
1. Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal 

à 1 on a: Fn(n) + J:11

/~(t) dt::;; n !. 

2. Déduire des résultats des parties A et B que, pour 
tout entier n supérieur ou égal à 1, on a: 

0 ::;; F n(n) ::;; ; ! ; 

1 n < 1 n n
2 

nn < e'' Te - + 1! +v+ ... + n! - . 

Session normale de 1998, séries Cet E. 

Le problème a pour objet l'étude d'une suite de fonc­
tions, d'une suite d'intégrales, puis la recherche d'une 
valeur approchée d'une équation du type : f{x) = k. 

c:□l'flt:.c"'··"'::J Partie A 
On note f,, la fonction numérique de la variable réelle 

el +x 
définie sur]- 00 ; - 2[ U ]- 2 ; + 00

[ par : f,1(x) =(x + Z)~, 

pour n entier naturel non nul. 
(<€,) désigne la courbe représentative de fn dans le plan 
muni d'un repère orthonormal (0, f ]), l'unité gra­

phique étant égale à 2 cm. 

1. a) Étudier les limites de fn en - 00 et en + 00• 

(Pour la limite en + oo, on posera : X= x + 2). 
b) Étudier suivant la parité de n, la limite de /;, en - 2. 

2. a) Calculer f~(x), puis étudier son signe suivant la 
parité den. 
b) Dresser le tableau de variation de/~-

3. Démontrer que toutes les courbes (<fsn) passent par Jn 
point fixe A. 
Déterminer une équation de la tangente (T nl à (~ n) en A. 

4. a) Calculer lim J;,(xl, puis interpréter graphiquement 
ce résultat. x -->+ ~ x 
b) Démontrer que pour tout entier n non nul, et pour 
tout nombre réel x différent de - 2, on a: 

1;1(x) = j~(x) - nfn + 1 (;t'). 
c) En déduire les positions relatives des combes ('€1) et (<6lz]. 
Représenter graphiquement ('<61) et {<€2). 

lfiil~i~'.".=-:.....=:! Partie B 
Soit la suite {un) définie par: u

11 
= f O f

11
(x) dx, pour tout 

entier naturel n non nul. - 1 

1. Démontrer que la suite (un) est décroissante et que 
pour tout n non nul, on a : (u

11
) ~ O. 

Que peut-on en déduire ? 



2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur 
1 2- n + 1 ( 1 2- n + 1 ) ou égal à 2, on a: - s uns - e. 

n-1 n-1 
En déduire la limite de la suite (un). 

3. a) En utilisant une intégration par parties, démontrer 
que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 on a : 

e 
nun+t = 1 + un - -. 

2n 
b) Retrouver ce résultat en utilisant la relation de la 
question 4. b) de la partie A. 

io net+x 
c) En déduire que: lim ( ) 1 dx = 1. 

n ➔ +~ - 1 .\' + 2 n+ 

,- Partie C 
On considère la fonction g définie sur [O ; + 00( par : 
g(x) = J;_ (x - 1). On note (r) sa courbe représentative 
dans le repère (0, f J}. 
1. Construire la courbe (r) à partir de la courbe (<f;1). 

Justifier la construction. 

2. On note cp la fonction définie sur [O ; + oo[ par: 
cp(x) = 1 + ln(l + x). 

a) Démontrer que l'équation cp(x) = x admet une solu­
tion unique ex dans l'intervalle I = [2 ; 3]. 
b) Démontrer que pour x positif, l'équation cp(x) = x est 
équivalente à l'équation g(x) = e. 
c) Démontrer que pour tout x de I, lcp'(x)I s ½ _ 
3. Soit (vn) la suite définie pour tout entier naturel n par: 

v0 = 2 et vn + 1 = cp(vn). 
a) Démontrer que la suite (vn) est croissante et majorée 
par ex. Conclure. 
b) Démontrer que : cp(I) c I. 
c) Démontrer par récurrence, que pour tout entier natu­
rel n, vn appartient à l'intervalle I. 

4. a) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 

lvn + 1 - al s ½lvn - cxl, puis que : ex - vn + 1 S ½ (a - vn). 

b) En déduire que, pour tout entier naturel n , ex - vn s ½ 
et que la suite (v

11
) converge vers ex. 

c) Déterminer un entier naturel p pour lequel vP est une 
valeur approchée de ex à 10- 3 près. 
Calculer cette vaieur approchée. 

Session normale de 1998, séries SE, MTI, MTGC. 

On désigne par R = (0, t Jj un repère orthonormal du 
plan et a, b, c trois nombres réels. 
Les fonctions/~, J;_, fz et f sont respectivement définies 
sur l'ensemble IR des nombres réels par: 

X X X 

fo(x) = e-z, fi(x) = x e-z, fz(x) = x 2 e-z 
X 

et f(x) = (a+ bx + cx2) e-z . 

On désignera par (<f;
0

), (C(;;
1

) et (c<,;
2

) les courbes représen­
tatives de/~, fi et J; dans le repère R. 

Partie A 
On se propose de représenter (Cft

0
) , (C(;; 1) et (C(;; 2). 

1. Étudier les variations des fonctions fo, fi et fz. 

2. Préciser par leurs coordonnées dans le repère R, les 
points d'intersection de (Cft

0
) et (C€

1
), (Cft

0
) et (C€2) , (Cft1) et (Cft2). 

3. Étudier dans l'ensemble IR des nombres réels, le signe 
de chacune des expressions ; 
fi (x) - f0(x), J;(x) -f0(x) et J;(x) - fi (x). 

4. Tracer (C€c), (<€) et (<€2) dans le repère R et hachurer le 
domaine fermé (E) déterminé par les trois courbes (~ 0), (C<,;1) 

et (<€2), c'est-à-dire l'ensemble (E) des points M du plan, 
dont les coordonnées (x ; y) dans le repère R vérifient : 

{

-lsxs o 

fz(x) s y s /~(x) 
ou 

Kt#~ Partie B 
On se propose de calculer l 'aire de (E). 
1. Soit n, un entier naturel quelconque. Démontrer qu'en 

posant I (x) = 1\n e-½ dt, on définit une fonction In 
n Jo 

qui a l'ensemble IR des nombres réels pour ensemble de 
définition. 

2. Soit n un entier naturel et x un nombre réel quel-
conque. x 

Démontrer que : In+ l(x) = - 2xn + 1 e-z + 2(n + 1) In(x). 

3. Soit x un nombre réel quelconque. 
a) Calculer I0 (x) en fonction de x. 
b) En déduire les expressions de Iil,t:) et I

2
(x) en fonc­

tion de x. 

4. Calculer l'aire de (E). 

illlû~ff7 îit.::i Partie C 
On se propose de calculer la dérivée d 'ordre n de f 
On désigne parji0l (oufl,Ji1 l (ouf1,Ji2l (ouf'1,Ji3l (ou 
/"1, etc. les dérivées successives de la fonction/ 

1. Démontrer par récurrence, que pour tout entier naturel 
n, on peut trouver trois nombres réels cxn, Pn et 'Yn véri­
fiant pour tout nombre réel x : 

Ji11l (x) = (an + Pn .. t: + ynx2) e-4-. 

On trouvera cx0 = a, Po = b et y0 = cet pour chaque entier 
naturel n , le raisonnement par récurrence montrera que 
cxn + 1 , Pn + 1 et Yn + 1 vérifient : 

1'--- 1 1 
an+ 1 = Pn - 2 an, Pn + 1 = 2Yn - 2 P" et Yn + 1 = - 2 Yn· 

2. Pour chaque entier naturel n, on pose : 

P'n = Pn + 4 nyn et cx'n = (Xn + 2nPn + 4n(n + l)yn. 

Démontrer que (yn), (P'nl et (a'n) sont des suites géomé­
triques de raison - ½. 
3. En déduire pour chaque entier naturel n, l'expression 
de an, P11 et 'Yn en fonction den, a, b etc. 

Session complémentaire de 1998, série C. 

Le problème est composé de l' étude d'une suite de fonc­
tions dépendant d'un paramètre, puis de la recherche 
d'une valeur approchée d'une solution d'une équation 
du type : f (x) = x . 
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IDHPlf/l!II Partie A 
Pour tout entier n strictement positif, on note t,. la fonction 
numérique de la variable réelle définie sur ~\ { 1} par : 

f,,(x) = (x :"1r . 
On note (~,,) la courbe représentative de t,. dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé (unité graphique: 2 cm). 

1. Déterminer la fonction dérivée f',, de f,, et donner 
l'expression de f',, en fonction de f,, et de f,, + 1 . 

2. Étudier les variations de t,. et ses limites éventuelles 
en - oo, - 1 et + oo. 
(On distinguera les cas où n est pair et n est impair.) 

3. Démontrer que toutes les courbes (~,,) passent par un 
même point. 
4. Déterminer la limite defn(x) lorsque x tend vers +oo. 

X 
Que peut-on en déduire pour les courbes (~") ? 
Tracer sur deux figures distinctes les courbes (~ 1) et(~). 

EE!!tC:..."":l Partie B 
Pour tout entier n strictement positif, on note : 

I = f
1 

f. (x) dx. 
n J0 n 

1. Démontrer que la suîte (In)n e N· est décroissante et 
qu'elle converge. 

2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur 
ou égal à 2, on a: 

_1_ (l __ 1_) < I < _ e_ (l __ 1_) 
n - 1 2" - 1 - n - n - 1 zn - 1 . 

En déduire la limite de la suite (I,,)n e N*" 

3. Démontrer en utilisant la reiation de la question A.1., 
une relation entre I,, et 1,, + 1. 

4. Démontrer que: lim n l,, + 1 = 1 . 
n➔ +oo 

En déduire que la suite (n I,,)ne N· converge et détermi­
ner sa limite. 

ai:J~!;;',' .1,. ~ Partie C 
Dans cette partie, n = 2. 

1. Démontrer que l'équation J;(x) = x admet une solution 

unique a dans l'intervalle [½ ; 1]. 
Le but de cette partie est de déterminer une valeur 
approchée de a. 

2. Étudier les variations de t; dans [½ ; 1] et en déduire 
~ue pour tout nombre réel x appartenant à l'intervalle 
L} ; 1], on a : - 0,25 ::; f;(.'7) ::;; O. . 
3. Soit (u")" e N la suite définie par : 

{
u0 =1 . 

pour tout n de N, un + 1 = J;(u,,) 

a) Démontrer ~ue pour tout entier naturel n, u,, est élé­

ment de[½; 1 J 
b) Démontrer, en utilisant la question C.2., que pour 

tout entier naturel n : lun + 1 - al ::; ¾lun - al. 
c} En déduire que pour tout entier naturel n, 

1 u,, - al ::; ½ (¾)" et que la suite ( u,,),, e ,.. converge vers a. 
d) Pour quelles valeurs de n , u,, est-elle une vàleur 
approchée de a à 10- 3 près ? 
(On donne : Je""' 1,65; ln 2""' 0,69; ln 5""' 1,6.} 
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22 Sénégal 
Session normale de 1998, séries C - E - S. 

Partie A 
Soit <t> la fu=lc:ion numérique définie par : 

{ 
<t>{x) = (lnxx)2, six> o_ 
<t>{O) = 0 

1. Tllk:,c~ cree 4> est une fonction continue sur son 
erisech!e de r§inition. 

z._ o~ .::'!fiœs la dérrrabilité de <t> en O . 
b) fres:se:: !e tableau de ,·ariation de la fonction <t>. 

3. a} Étudie.r le comportement asymptotique de <t> pour 
les grandes ,aleurs de x . 
b) Préciser la tangente (T) à la courbe (C) représentative 
de <l> au point d'abscisse e. 
c) Tracer (C) et (T) dans un repère orthonormé d'unité 
1 cm. 

4. Démontrer que l'équation <t>(x) = e admet exactement 
deux solutions dans l'intervalle ]1 ; + 00( et que l'une de 
ces solutions est comprise entre e3 et e4• 

~~~L~ Partie B 
Dans cette partie, on considère la fonction f définie par 

f; )1 ; + oo[----> ~-

ix dt 
X~ -

e lnt 
Le but de cette partie est de représenter graphiquement 
cette fonction sans connaître l'expression explicite de 
f'(x). 

1. a) Justifier l'existence de f 
b) Démontrer que f est croissante sur ]1 ; + 00[. 

, / 
2. a) Etablir que pour tout nombre réel t appartenant à 
]1 ; + oo[, on a : lnt < t - 1. 
b) En déduire une minoration de f(x) lorsque x > e. 
Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers + oo. 
c) De façon analogue, calculer la limite de f (x) lorsque 
x tend vers 1 par valeurs supérieures. 

3. a) Soient a et b deux nombres réels tels que : es a <_b. 

. b - a f b dt b - a 
Établir que : lnb ::; Ja lnt ::; lna . 

b} Soit x un nombre réel strictement supérieur à e. 

Démontrer que: Vu E [e; xl, x
1
· - u ::;;f(x)::;; u + xl - u-_ 
nx nu 

c) Résoudre l'inéquation <t>(x) < x. 
Justifier que l'on peut choisir u = <I>(x), lorsque x > e4. 
Établir alors que : 

V x > e4 l _ <t>(x)::; ( ln x)r(x)::;; _1_ + rl _ <t>(xl] ln x . 
' x x ln x l x ln<l>(x) 

d) Démontrer que : lim 1
1~ x( -)=· 1 ; 

x➔ +oo Il'VX 

en déduire que : lim ( ln x )f(x) = 1. 
x ➔ +oo .. :t' 

e) Vérifier que: V x > e4,f(x) = 
1 

x [1 + t(x)], 
nx 

avec lim e(x) = O. 
X➔ +oo 



f) En déduire le comportement asymptotique de la fonc­
tion f lorsque x tend vers + oo, 

4. a) On cherche à obtenir une valeur approchée de /(2). 
Soit h : t ~ at + b la fonction telle que : 

1 
h(e) = 1 et h(2) = ln2 . 

Calculer les nombres réels a et b et donner deux valeurs 
approchées de ces nombres à 10- 2 près. 
On utilisera ces valeurs approchées pour la question 4. b). 

b) On prend alors: /(2) "'r h(t) dt. Calculer cette valeur. 

5. a) Donner le tableau de variation de f 
b) Construire la courbe représentative de la fonction/ 

23 Tchad. 
Session normale de 1998, séries Cet E. 

On considère l'application f de 1- 1 ; + 00[ dans IR défi­
nie par: 

{ 
~(x) = ln(l/ x), six -:f. 0 

/(0) = 1. 
On note (~) la courbe représentative de f dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé (0, T; J). . · 

Partie A 
1. Étudier la continuité de f sur]- 1; + 00[. 

2. Étudier la ~érivabilité de f sur ]- 1 ; + 00[. 

Expliciter la fonction dérivée f'. 

3. On note g l'application de ]- 1 ; + oo[ dans IR définie 
par: g (x ) = 

1
~ - ln(l + x). 

, +x 
a) Etudier les variations de g et le signe de g(x). 
(On ne demande pas l'étude de la limite de g en - 1.) 
b) En déduire les variations de f 

4. Étudier les limites de faux bornes de l'intervalle 
]- 1 ; + oo[. 

-----5. Construire la courbe(~). Préciser les asymptotes et la 
position de (((6) par rapport à l'axe des abscisses. 

6. Déterminer une équation de la tangente à («i) au 
point d'abscisse O et étudier la position de («i) par rap­
port à cette tangente. (On étudiera les variations de 
l'application h de ]- 1 ; + 00[ dans IR définie par : 

h(x) = x 2(! + f'{xJ), puis le signe de h(x)J. 

~ Partie B 
1. Démontrer qu'il existe un unique nombre réel a. de 
l'intervalle ]O ; 1 [ tel que : f(a.) = a.. 
(On ne demande pas de calculer a.). 

2. On considère la suite (un) définie par : 
1 u 0 = 2 et pour tout n E N, un + 1 = f(un). 

a) Démontrer que: 'd n E N, 0 :S: un :S: 1. 

b) Démontrer que: 'd n E N, lun + 1 - a.l :S: ½lun - al. 
(On remarquera que un+ 1 - a= f(un) - f[a.) et on utilise­

ra le résultat : -½ :S: f'(x) :S: O.) 

c) En déduire que la suite (u,,) converge vers a.. 

24~-Côte d'IVOirè 
Session normale de 1999, série C. 

Le plan est muni d'un repère orthonormé (0 , I, J}, l'uni­
té graphique étant égale à 1 cm. 

..... ----..i Partie A 
On considère dans C l'équation : • 

z3 - (6 + i[3)z2 + (11 + 4i[3)z - 6 - 3i[3 = O. 

1. Résoudre cette équation en sachant qu'elle a deux 
solutions réelles. 

2. On désigne par A, B, C, E et G les points d'affixes res­
pectives 3, 2 + i.[3, - 1, 7 et 11 + 4i.[3. 
a) Démontrer que le triangle IAB est équilatéral. 
b) Démontrer que les points B, Cet G sont alignés. 
c) Placer les points A, B, C, E et G. 

3. Calculer l'affixe du point F de l'axe des abscisse tel 
que le triangle EFG soit équilatéral. 

[;]i]i[aru"..l;l Partie B 
On désigne par O' le centre de gravité du triangle IAB. 

1. On veut déterminer une homothétie h qui transforme 
le triangle IAB en EFG. 
a) Démontrer que l'image par h de [IA] est [EF]. 
b) Justifier que la seule homothétie h qui transforme 
IAB en EFG est telle que : · 

h(I) = E, h(A) = F et h(B) = G. 

c) Caractériser h. 

2. Soit r la rotation de centre O' et d 'angle 2f et f la 
similitude directe telle que : f = h or. 
a) Donner le rapport et l'angle de f. 
b) Démontrer que f transforme le triangle IAB en EFG. 

3. Soit g une similitude directe qui transforme le tri­
angle IAB en EFG. 
a) Démontrer que h- 1 og est une rotation qui laisse le 
triangle IAB globalement invariant (c'est-à-dire que le 
triangle IAB a pour image lui-même). 
b) Caractériser les trois rotations qui laissent globale­
ment invariant le triangle IAB. 
cJ En déduire que les similitudes directes qui transfor­
ment IAB en EFG sont h, f et une troisième f' que l'on 
déterminera à l'aide de h et r. 
d} Déterminer le rapport et l'angle de f". 

4. Soit .Q le centre de la similitude f. On désigne par K 
le milieu du segment [IA]. 
a) Déterminer l'image K' de K par f. 
b) Démontrer que Q, A, G et F sont cocycliques. 
c) Démontrer que Q, F, K et K' sont cocycliques. 
d) Construire Q. 

5. Déterminer l'application complexe associée à f'. 

6. Calculer l 'affixe du centre Q ' de f'. 
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1 D E 
des notions abordée s 

A 
affinité du plan - 97 
affixe (d'un point, d'un vecteur) - 56 
aires (calculs) - 309 
algorithme d'Euclide - 20 
anneau - 8 
antidéplacement - 88 
antisymétrique (relation) - 6 
application affine - 92 
application linéaire·- 94 
application vectorielle - 93 
arc (longueur d') - 312 
archimédien - 9 
arctangente (fonction) - 216 
argument d'un nombre complexe - 62 
associativité d'une loi - 6 
asymptote - 199 
axes d'une conique - 158 
axe imaginaire - 5 6 
axe réel _, 5 6 

B 
barycentre - 34 
barycentre partiel - 36 
Bézout (théorème de) - 21 
bifocale (définition) - 161 
binaire (système) - 11 
binôme de Newton - 172 
Bombelli - 61 
bonhomme d' Ampère - 44 
branche infiniè - 199 
branche parabolique - 201 

C 
Calcul approché d'une intégrale - 306 
Cardan - 61 
cas favorables - 180 
cas possibles - 180 
cercle principal - 158 
cercle secondaire - 158 
chaînette - 264 
classification des isométries du plan - 86 
coefficients binomiaux - 173 
coefficient de colinéarité - 92 
combinaison - 172 
commutativité (d'une loi) - 6 
composition d'isométries - 82 
composition de similitudes directes - 107 
concave (fonction) - 219 
congruence - 14 
conique - 149 
coniques à centre - 151 
conjugué d'un nombre complexe - 59 
continuité - 203 
convexe (fonction) - 219 
corde d'une ellipse - 162 
corps - 57 . 
cosinus hyperbolique - 264 
courbe de Gauss - 261 
courbe intégrale - 322 
croissance comparée de fonctions - 267 
croissance comparée de suites - 282 
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D 
décomposition d'une isométrie - 86 
décomposition d'une rotation - 82 
décomposition d'une translation - 82 
déplacement - 88 
demi-tour - 136 
dérivation - 214 
dérivées successives - 218 
Desargues (théorème de) - 53 
détermination d'une application affine - 94 
détermination d'une isométrie - 89 
déterminations d'une similitude directe - 111 
direction asymptotique - 201 
directrices - 158 
distance focale - 152 
diviseur d'un entier - 12 
division euclidienne - 9 

E 
écart type - 186 
écriture complexe d'une similitude directe - 106 
écriture complexe de transformations - 71 
éléments carnet. d'une similitude directe - 106 
éléments symétriques - 8 
ellipse - 149 
entiers comparables - 6 
épreuve - 176 
épreuve de Bernoulli - 181 
équation caractéristique - 327 
équation différentielle - 322 
équation différentielle linéaire - 324 
équation réduite d'une conique - 150 
équiprobabilité - 180 
espérance mathématique - 185 
événement - 176 
événement certain - 176 
événement contraire - 176 
événement élémentaire - 176 
événement impossible - 176 
événements incompatibles - 176 
événements indépendants - 178 
éventualité - 176 
excentricité d'une conique - 158 
èxpérience aléatoire - 176 
exponentielle (fonction) - 256 
exponentielle de base a (fonction) - 262 
expression analytique d'une application affine - 97 
extérieur d 'une conique - 149 

F 
facteur d'amortissement - 331 
fonction de répartition - 185 
fonction racine n-ième - 207 
forme algébrique O 56 
forme exponentielle - 65 
forme trigonométrique - 63 
forme réduite d'une similitude - 106 
formules d'Euler - 66 
formule de Moivre - 65 
foyers d'une conique - 158 

G 
Gauss (théorème de) - 21 



gendarmes (théorème des) - 195 
globalement invariant - 226 
groupe - 8 
groupe affine du plan - 93 

H 
hexadécimal (système) - 11 
homothétie vectorielle - 93 
hyperbole - 149 
hyperbole équilatère - 163 

1 
image d'une droite par une application affine - 95 
image d'un plan par une application affine - 96 
imaginaire pur - 56 · 
inégalité de la moyenne - 300 
inégalité des accroissements finis - 217 
inertie (centre d') - 313 
intégrale (d'une fonction) - 296 
intégration par parties - 302 
intérieur d'une conique - 149 

J 
jardinier (méthode du) - 161 

K 
Klein (groupe de) - 101 
Këinig lformule de) - 186 

L 
Leibnitz (formule de) - 230 
ligne de niveau - 39 
limites d'une fonction - 194 
limite d'une suite - 280 
logarithme décimal - 247 
logarithme népérien - 240 
101 binomiale - 186 
loi de comp0sition interne - 6 
loi de probabilité - 184 

M 
méthode de Newton - 289 
méthode du point fixe - 288 
méthode du point médian - 306 
méthode des rectangles - 306 
méthode des trapèzes - 306 
module d'un nombre complexe - 60 
multiple d'un entier - 12 

N 
neutre (élément) - 6 
nombres amiables - 32 
nombres complexes - 56 
nombres de rermat - 32 
nombres de Mersenne - 32 
nombres parfaits - 32 
nombres premiers - 24 
nombres premiers entre eux - 21 
nombre transcendant - 242 
numération - 10 

0 
orientation de l'espace - 44 
oscillateur mécanique libre - 322 
oscillateur mécanique amorti - 330 

p 
parabole - 149 
paramètre d'une parabole - 150 
partie ima~inaire d'un nombre complexe - 56 
partie réelle d'un nombre complexe - 56 
petit théorème de Fermat - 27 
plan complexe - 56 
plan médiateur - 133 
PGCD de deux entiers - 18 
plus grand élément - 9 () 

• 

PPCM de deux entiers - 17 
plus petit élément - 6 
point d'inflexion - 219 
point image - 56 
point invariant par une application affine - 95 
primitive - 234 
primitives usuelles - 302 
principe additif - 174 
principe multiplicatif - 174 
probabilité - 177 
produit vectoriel - 45 
projections de l'espace - 124 
propriété caractéristique 

. d'une similitude directe - 108 
pseudo-périodique (mouvement) - 331 
Ptolémée (théorème de) - 116 
puissances (fonctions) - 265 
puissance d'exposant rationnel - 207 

R 
racine n-ième - 66 
rectangle d'or - 117 
récurrence (raisonnement par) - 7 
réflexion - 133 
relation d'ordre - 6 
relation réflexive - 6 
relation sy~rique - 14 
relation transitive - 6 
représentation paramétrique d'une conique - 159 
résoudre une équation différentielle - 322 
rotation vectorielle - 93 

s 
schéma de Bernoulli - 181 
sommets d'une conique - 158 
spirale d'Ulam - 25 
suite arithmétique - 278 
suites adjacentes - 294 
suite bornée - 276 
suite convergente - 280 
suite divergente - 280 
suite de Fibonacci - 293 
suite géométrique - 278 
suite logarithme - 282 
suite monotone - 277 
suite numérique - 276 
suite puissance - 282 
suite stationnaire - 277 
surface de niveau - 39 
symétrie glissée - 83 

' Î 
tableau de composition - 91 
transformation affine du plan - 92 
triangle de Pascal - 172 · 

u 
univers - 176 
univers image - 184 

V 
valeurs intermédiaires (théorème des) - 205 
valeur moyenne d 'une fonction - 300 
variable aléatoire - 184 
variance - 186 
vecteur image - 56 
vitesse moyenne - 301 
volumes (calculs de) - 310 
Von Aubel (théorème de) - 103 
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