%

Remarque

Ces résultats signifient que : -
* lorsque a > 1 et &. > 0, la suite (a) tend vers + = « plus vite » que la suite (n®) ;
* lorsque 0. > 0, la suite (n%) tend vers + o « plus vite » que la suite (Inn).

Exemples _
* Ona: lim 111_1;1_0 et lim Ji =+ o0
n—a+=nN H— 40 1NN
3n=28
¢ Calculer la limite de la suite (u,),, - , de terme général : u, = SR
2\n .
1-(3) --
Ona: VneEN, s
1+(3)
5 2Z\n . T _
T Luil“e(?) =0 ; donc: Hg1+wun_1.

* Calculer la limite de la suite (v,), o,y de terme général : ¢ = n® — 272,

Ona: VneN, v, —2”(2—n—4)

3
r: lim 2% =+ et lim ﬂ,;=0;!:1011c::11m v, =— oo,
=+ n—+w 2 n—=+0o

@ Propriétés de comparaison
Les propnetes de comparalson concernant les fonctlons sont apphcables aux suites.

Soit (u,) une suite. ) '
* §’il existe une suite (v,) telle que u, > v, & partir d’'un certain rang et si lim v, =+,

n— 4o

alors lim wu, =+ o,

R —+0e0
* S’j] existe une suite (v,) telle que u, < v, a partir d’'un certain rang et si lim v, = — oo,
n—+eceo
alors lim wu, =-co.
H—+

L'expression « u, = v, & partir d’un certain rang » signifie qu’il existe un entier naturel n, tel que :
VneN, nZnG:,»unz v,

Exemple
Soit (u,), ¢  1a suite de terme général : w, = n? + sinn.

Ona: VREN, u, 2nf-1et lim (¥ -1)=+c;donc: lim wu, =+ oo,
n— -+ n— +e

Soit (u,) une suite et / un nombre réel.
* S’il existe deux suites (v,) et (w,) telles que v, <u_< w_ a partir d’un certain rang

etsilim v, =lim w, =1 alors lim wu =1L
n—=+00 n—+oe I — 00

* §'il existe une suite (v,) telle que lu, - Il <wv_a partir d’un certain rang et si lim v, =0,
n— 4o

alors lim u, -l
n—+ee

La premiére propriété est souvent appelée « théoréme des gendarmes ».
Elle reste valable lorsque I'on remplace I par + = ou - o,
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Exemple

Calculer la limite de la suite (v,), ¢y« de terme général : o_ = Z = 1 %
Soit k un entier naturel tel que : 1<k <n.
Ona:nt+1<n?+k<n?+n ; donc: ———< —— 21
nn+n- n+k n“+1

S . - 1 . 5 1 < 3 1
On en déduit que : V n € N*, Zwmns Emsk S EZ T
c'est-a-dire : V n € N*, zn < v € ———.

n‘+n I |

Or: lim (ﬁ):o et lim (“n )=U;d0nc:1im v, =0.

n—s+ oo

TP— =

Soit (u,) et (v,) deux suites convergentes.

Siu, <wv_a partir d’un certain rang, alors lim wu, <lim wv,.
n n R 4ee & A+

n

SR e = - — e et I LR Sl T N e e el L e

Soit fune fonction, Df son ensemble de définition et (v,) une suite d’éléments de D,.

Silim u =a et lim f(x)=1alors lim f(u)=L
n—+e Xx—a n=+ee

Exemple
Calculer la limite de la suite (v}, c y~ de terme général : v, = (1 + l)n.
" Soit n un entier naturel non nul.
Ona: v,=ennl+ +.
: . 1 .
Posons : u, = nln(i + F) et fixr—e"

Ona: v,=f(u,);
1n(1+ 1)
. . n . In(1+x)
lim uw,=lim —— =lim — =1;
n—+ea n—+ o X

3=

i, /o) =

Donc: lim v,=e.
n— +ee

Remarque
Cette propriété peut étre utilisée pour démontrer qu’une fonction n’a pas de limite.
Ainsi, la fonction f:x— cos% n’a pas de limite en 0.

1

En effet, considérons les suites (a,), ¢ y« €t (b,), < n+ de termes généraux : a, = s g b,=—=70 .

2nn
Ces deux suites convergent vers 0.
Si la fonction f admettait une limite en 0, on aurait : ;3111_134_ . fla,)= &13;10 flx) = 51113;;*‘ . fb,).

Or: 5111_1)1+mf(an) =1 et ££1+mf(bn) = -1 ;dongc, f n’admet pas de limite en 0.
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______ e lelte d’'une suite monotone

On sait quune fonction croissante et majorée (ou décroissante et minorée) sur [a ; + [ admet une limi-
te finie en + co. On a des propriétés analogues pour les suites numériques.

T = = Coy 2o i Rt

* Toute suite croissante et majorée est convergente.
» Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Remarques

¢ Ces propriétés restent valables lorsque la suit f monofone gqu'a partir d’un certain rang. .
» Elles permettent de démontrer I'existence d= Iz limite d’une suite, sans en préciser la valeur.
Exemples

¢ Soit (u,) la suite définie par : u, = ——% etvrnEN u,,=u,+2.

On démontre par récurrence que la suite (1) est croissante et majorée par 2.
On en déduit que cette suite est convergente.

. , : PR I
* Soit (v,), <+ la suite de terme ge;:teral (v, = %2 e
Ona: VneEN*r ., -v = m ; dong, la suite (v,) est croissante.
Deplus: Vk €N\ {0;1}, o < Clest-a-dire : oy < —— —
’ R kz K’ F -1 Kk’
, . 1 1 1 1 1
Donc: VneEN* v, <1+(1- 2)+(7-——3-) v+ (- R

On en déduit que : V n € N*, vnﬁz—-—:—[< 2.
La suite (v,) est croissante et majorée par 2 ; donc elle est convergente et sa limite [ est telle que : I < 2.

1 1 1
T'F' -'g-'l' vee + Tc-é S e
Bernoulli a démontré la convergence de la suite précédente et son éléve Euler a démontré qu’elle conver-
nz

ge vers .

Leibnitz a essayé en vain de calculer la somme 1 +

Remarques

¢ Toute suite croissante et non majorée a pour limite + oo.
* Toute suite décroissante et non minorée a pour limite — .

. . B
E xercices!: ;
2.0  Dans chacun des cas suivants, préciser la fonc- 2.c  Dans chacun des cas suivants, déterminer la
tion f telle que u,= f(n), puis déterminer la limite de la suite (), ¢ -
limite de la suite (&), c n- i ism 5( \_fzg)n B) w, = 76 0,75y
a)u=n_ 1 b}u=l2__.1.'_ li‘.n 3\
el | n= Gt i) o) u, =25+ (&) d) u,=25-(2)
2 n
s 1n[1+n) e u,.:in oy =’%-
c) u,=nle"-1) dj u,= —/——— 2 n— 4
1+ \Jn
2 ans chacun des cas suivants, utiliser les pro-
2.d Dans chacun d i iliser les p
2b  soit (1), <  la suite géométrique de premier priétés de comparaison pour étudier la limite
. 1 de la suite (u)), < n-
terme 2 et de raison -
Etudier la convergence de la suite (1) et de la a) u,=cosn-n b) u,=n+(-1)'cosn
suite (v,) de terme général : v, = f{.lup. ¢ u,=lon+(-1)* . d) u,=(-1)"-3"
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A EXGI’CICGS

_ sinn? 2 f
e) u,= 1+n
' _ n(1 —cosn)
g u, = T2+l 1. Demontrer par récurrence que :
1
Yn = N* n' < —2—"n_'1".
2.e 1. Soit (), < n 12 suite de terme général : 2. Démontrer que la suite (u,) est croissante et
n2n majorée par 3.

u, = m 3. En déduire que cette suite est convergente.

a) Déterminer la limite de cette suite. i o
b) En déduire la limite de la suite (v,), ¢ de 2-9 Soit (u,) 1a suite définie par :
terme général : ©_ = cosu_. u,

=1 et VneN, u_ = .
2. Dans chacun des cas suivants, utiliser une %o ) n+l uﬁ +2 ”
méthode analogue pour déterminer la limite de 1. Démontrer que:VneEN, u , < —25
la.suite (o], ¢  définie par son tarme général. 2. En déduire la limite de la suite (i,,).
n®+1 1+n
Jee L e
) v, \(n+1p? ) o, n?
1 1—n?
oy IneentzT)

—.3.1. Suites définies par récurrence

Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier les suites (u,) définies par leur premier terme et une rela-
tion de récurrence du type u_., = f(u,), ol f est une fonction.

mzzse==s Infroduction
u
Déterminer la limite de la suite (u,) définie par: u;=1 et VREN, u, ,=u n( — -ﬂ).

Soit la fonction f: x— x (2 - -ﬁ—), (6) sa courbe repré-
sentative et (A) la droite d’équation y = x. e

e Construire sur (OI) les quatre premiers termes de la (@)
suite (u,) et conjecturer la limite de cette suite.

* Démontrer par récurrence que (u,) est croissante et
majorée par 4. =
En déduire que (z,) admet une limite [ telle que : I < 4.
* Démontrer que : [ = 1(2 _Tl) J+

(On pourra utiliser la relation : w,,, = un(z - :i).)

¢ En déduire que : I = 4. 0O

Plus généralement on a la propnéte sulvante

Soit (u,) une suite dont le terme général vérifie u_,, = f(u,), ou f est une fonction.
Si (u,) converge vers [ et si f est continue en , alors f(I) = L.
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“'émonstration

Ona: £1I3+mu = Lilfl)"_ Uy = l.
De plus : 1}1_:)14_ U, = EI_I)I_‘_&)“(HR} = }'lflglif(x].
Or: S est continue en [ ; donc : 1i1_1>1lf[x_] = f(D).

On en déduit que : f(I) =1

Remarques

* Toute solution de I'équation f(x) = x est appelée « point fixe » de la fonction f.
* L'existence d’un point ﬁxe pour une fonction f ne prouve pas la convergence d'une suite (u_) dont le
terme général vérifie w,, = f(u_) (cf. exemple 3 ci-apres).

z=== Exemples d'éiudes de suites définies par récurrence
1. Etudier la limite de la suite (u,) définie par : u,=0et VvneNu = 3 u, + 2.

2

* Soit la fonction f: x> %x + 2, (%) et (A) les droites

d’équations respectives y = f(x) et y = x. A refsainnndnrb oo aning :
Ces droites se coupent au point d’abscisse 4. (:;";nj/ v
La construction sur (OI) des premiers termes de la suite o
(u,) permet de con]ecturer que cette suite est croissante et
converge vers 4. T
* L'équation f(x) =x aune solution : 4 ; donc, si la suite e i P
(u,) est convergente, elle converge vers 4. ' b
* Démontrons que la suite (u, ) est convergente. I ; b

1 g -
Ona: VnEN,unﬂ—éL:?(un—él]l; : ‘ Pyl
onendéduitque:VnEN,un~4=?[u0-4). Olu, I u; U, u; 4
Or : lim L . 0 ; dong, la suite (u,) converge vers 4.
n—+c0 28 7=

2, Etudier la limite de la suite (v ] définie par : v, = 2 et YREN, U, =2+ -%-

¢ Soit la fonction g: x> 2 + = (<6 ] sa courbe repré- "

sentative et (A) la droite d’équatmn y=x. 2 (6, (A

La construction sur (OI) des premiers termes de la suite

(v,) permet de conjecturer que cette suite est convergente. |

e L’équation g(x) = x a deux solutions : 1 — /2 et 1 + /2. Or, 2 . .
.1a suite (v,) est positive ; dong, si la suite (v ) est conver- / g
gente, elle converge vers 1 + fz v

* Démontrons que la suite (v,) est convergente. o5 v sulb
—Ona: vnzﬁ :;/ +y

Vkem’vkz‘/_z:}vk&lz\&‘ L 1 .E.I . i J

Donc: VneNRN, unéﬁ. O I %o Vg Uy

— Appliquons I'inégalité des accroissements finis & la fonction g sur l'intervalle [/2 ; + oo[.

Ona: g’(x]:—m%;donc:Vxe[\E;+oo[, Ig’{x]ls%.

; 1

On obtient : VneN, Ig[vn)—g{l-i-ﬁ][ £—2~|vn—(1+,f§]|;

c’est-a-dire ; VneN, |vn+1—[1+ﬁ]| s—% |vn—(1+\/§]|.

On en déduitque: VneN, |o,— (1 + J2]| s(l)Irl |v,— (1 +'\E]|;

Cest-a-dire : VneN, |0, — (1 +2)| <( ).

Donc, la suite (v,) converge vers 1 + J2.
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3. Etudier la limite de la suite (w,) définie par: wy,=1 et V€N, v, , = - 1.

e Soit la fonction h : x — e* -1, (4,) sa courbe représen-
tative et {A) la droite d’équation y = x.

La construction sur (OI) des premiers termes de (w_) per-
met de conjecturer que cette suite a pour limite + ==.
*Ona:h(0)=0 et Vx&R*, h(x)>x. Donc, (w,) est crois-
sante et 0 est I'unique point fixe de h.

On en déduit que si la suite (w,) est convergente. elle
converge vers 0.

~
p:
St

» Démontrons que la suite (w,) n'est pas convergenie = 2
pour limite + eo.

— La suite (w,) n’est pas convergente ; en effet, si elle I'était
sa limite serait 0, ce qui est impossible car tous ses termes
sont supérleurs a wy. o |
— La suite (w,) est croissante ; donc elle n’admet pas de
majorant, sinon elle serait convergente.

o i
h

[
|

Wy Wy

S

La suite (w,) est croissante et non majorée : elle 2 donc 7
pour limite + oo,

Pour étudier la limite d une suite (u,) dont le terme genera.l vénﬁe u = f (u ) on peut ut111~ .
ser le procédé suivant : !

e utiliser le graphique pour con]ecturer le résultat ; e i i il
» résoudre 'équation f(x) = o Lo -
¢ démontrer le résultat con]ecturé.

.......... .3.2. Travaux dirigés

On a vu en classe de premidre, ainsi que dans le chapitre 9 (§ 3.4.), la détermination d'une valeur appro-
chée des solutions d'une équation par balayage ou par dichotomie.

Nous donnons ici deux méthodes utilisant les suites numériques pour la résolution d’un tel probleme.

1. Méthode du point fixe

& On considére 'équation : In(x + 3) =
’ 1°) Démontrer que cette équation admet dans R+ une solution unique o comprise entre 1 et 2.

2°) On désigne par f la fonction x — In(x + 3) et par K Pintervalle [1 ; 2].

a) Démontrer que : f(K) C K. 1

b) Démontrer que: Vx €K, [f'(x)] < T

3°) Soit (u,) la suite définie par : u, = 1 et VneEN,u, , =In(u, +3)

a) En ut:hsant I’inégalité des accroissements finis, demontrer par récurrence que :

VrneN, lu,-ol <

. 4n lu, - al.
En déduire que : lim u, =o.
n-—>+ee

b) Déterminer une valeur approchée 4 10~ 2 preés de o.

Solution

1°) Soit la fonction h : x> x — In(x + 3). s B

Cette fonction est dérivable sur ]-3 ; + o[ etona: h'x) = T3 -
On en déduit que la restriction de h & R+ est une b1]ect10n croissante de R+ sur [- In3 ; + oo[.
Dong, I'équation x — In(x + 3) = 0 admet une solution unique o dans R+. -
De plus,ona: h(1)=—0,386 et h(2)=0,390;donc:1<a<2,
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2°) Soit (€) la courbe représentative de la fonction £, :

a) f est une bijection croissante de ]— 3 ; + oo sur R. SN
Ona: f(l] ~—1,38 et f(zJ =1,61; donc : f(K) CK _ '_'_'_‘_“'I""" T

b) f est deux fois dérivable sur |- 3 ; + [ ; “© i ' o
ona: flx)= LA )= ——— . x Lo

: : x+3 (x + 3)? -3 |3
Donc, f” est décroissante sur K. / O | o
Ona: f(1)= —1— et f7(2) =%.

Donc: Vx €K, —ésf’[x}s—;—; '

on en déduitque: Vx €K, If(x)] < :%

3°)a)Ona:u, €K et f(K) CK;doncsiy €K, alors u, . €K
On en déduit par récurrence que : Vn € N, u, € K.
En appliquant I'inégalité des accroissements finis a fsur K, ona: lu, —al <

|.|:-| b

luy,— ol
et, plus généralement, Vn €N, lu__ —al < % lu, —ol.
On en déduit, par récurrence, que : Vn €N, lu, — ol < 7}171 lu, — ol
. 1 .

- —=0; 1 = Q.
Or }1113)1“) =0 donc lim = w, =0
b)Ona: lu,—al<1.
Pour que lu, — ol < 1073, il suffit que % <1073 ; c’est-a~dire : n > 5.
Une calculatrice donne : u, = 1,505.

Remarque

Cette méthode est utilisable lorsque I'équation peut se metire sous la forme f(x) = x et si la solution cher-
chée appartient a un intervalle fermé Ktel que : Vx €K, |f'(x)l <k (k € [0; 1{).

2. Méthode de Newton

22 On considére I'équation (E) : —%—x“‘ -x-1=0.

1°) Etudier la fonction fix— %xa —x — 1 et tracer sa courbe représentative ().

En déduire que (E) admet une unique solution, notée o, appartenant a Vintervalle [2 ; 3].

2°) On consideére la fonction g qui a tout élément x de [2 ; 3], associe I’abscisse du point d’intersection
avec (OI) de la tangente a (¢} an point d’abscisse x.

a) Démontrer que : Vx € [2;3], glx) =x- )—(f-‘-(['flj :

X
En déduire que les équations f(x) = 0 et g(x) = x sont équivalentes sur [2 ; 3].
b) On désigne par K l'intervalle [ ; 3].

Calculer g’(x) et démontrer que: Vx €K, a < g{x) < x.

3°) Soit (u,) la suite définje par: u, =3 et Vn N, u,,, =glu).

a) Démontrer que cette suite converge vers c.

b} Déterminer, a I'aide d’une calculatrice, une valeur approchée de u,, u,, u,, u,, u, usetu,.
En déduire une valeur approchée de ¢, en conjecturant son incertitude.

Solution

1°) La fonction fest définie et dérivable sur R et on a : f(x) = 2% — 1. %
On obtient le tableau de variation ci-contre et la courbe (€4)

ci-dessous. X |—eo -1 1 + o0
On en déduit que I'équation (E) admet une solution unique :
otelleque: a €11 ; + of. S + 0 - i
1 : 1 oo
De plus, ona: fl2)=— =+ et A5) =5. S
: 3 : Jix) 3
Donc: o € [2; 3]. —°°/ \_%/
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2°) a) Soit x, € [2;3];0ona:fx,)#0.

Une équation de la tangente a () au point d’abscisse x,

est: y—flx,) = flx,)lx - x,).

0

Cette droite coupe (OI) au point d’abscisse x, j)j Etﬂ;
Donc: Vxe€[2;3], glx) = I‘%

On en déduit que :
Vxe[2;3], gx)=x & ——

b)On a:
de plus :

Jix) _
flx)
o fl@)=
frlx) x flx)

F(E5) .
1 et fx) =

VxeK, g =
fx) =x% -

Donc £, f” et f” sont strictement positives sur K.
On en déduit que g est croissante sur K.

Ona:

donc :

3°) a) D’aprés ce qui précede, la suite (u,) est décroissante et minorée ;

glo) = o
Vx€EK, acx = glo) <glx);
Vx €K, as<g).

Deplus: Vx €K, glx)—x=-
On en déduit que :

flx) ;
03; g{x) <x.

Vx ek,

dong, elle est convergente.

De plus, o est I'unique point fixe de la fonction g. Dong, la suite converge
vers o.

b) On obtient le tableau ci-contre.

On remarque qu’a partir de u,, les termes de la suite ont leurs neuf pre-

mieres décimales identiques.

On conjecture que u, est une valeur approchée a 10~° prés de a.

Remarques

* La méthode de Newton est également appelée « méthode des tangentes ».

* La puissance de cette méthode vient du choix de la fonction g. En effet, cette fonction est telle que g’(a)
= 0 ; donc, le majorant de g’ sur I'intervalle K est proche de 0 et une bonne approximation de o est rapi-
dement obtenue.

3.a

3b

,ME xercices '

" pariuy;=a et VnEN, u

Soit @ un nombre réel et (v) la suite définie
a1 = Uy — Uy A
1. Con]ecturer graphiquement la limite. de cette

suite, suivant les valeurs de a.

2. On suppose que : a = -12—

a) Démontrer que la suite (u,) est décroissante
et minorée par 0.

b) En déduire que cette suite est convergente et
déterminer sa limite.

Soit a un nombre réel tel que 0 < a <1 et (1)
la suite définie par :

1+u,
yy=aetVneNu =

2
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1/

)

/g(x) x 3

; donc:Vx €K, glk)-x<0.

2,375

2,140 011 223 ...
2,104 582 738 ...
2,103 803 775 ...
2,103 803 403 ...
2,103 803 403 ...
2,103 803 403 ...

N(o|o w2

1. Conjecturer graphiquement la limite de cette
suite.

2. On pose : u, = coso. (o € [0 ; %{].

a) Démontrer que : V n € N, u, = cos Q;-; :

b} En déduire la limite de la suite ().

Soit (u, ) la suite définie par:

u,=0 et VrREN, u , =Inle" + 1).

1. Conjecturer graphiquement la limite de cette
suite.

2. Soit (v,),, ¢ ny 12 suite de terme général : v = et~
a) Démontrer que (v,) est une suite arithmé-
tique de raison 1.

b) En déduire la limite de la suite (w,).



[E tude globale d’une suite

-
| =

1 Dans chacun des cas suivants. démaontrer o=
suite (u,), c - st bornée.

o T
a) u,=\n2+1-n b) u, =

W+, n+1
o o (—1)'n + cosn
¢ u,= ——=— d) un_?.

n+1

2 Dans chacun des cas suivants, démontrer que la
suite (u,,), <y~ €5t bornée.

3n + sinn Inn

G) un=—n—2 b) un=T
2"+ 1
¢) u,=In(n*+1)-2lnn d) u, = T

3 Dans chacun des cas suivants, représenter gra-
phiquement la suite (x,), conjecturer si cette suite est
majorée, minorée, bornée et démontrer la conjecture.

=L
a) { f=73
VREN, n,, =2u +1
u,=1
b) { ;
VneEN, u,,,=-2u +1.
B Soit (u,), ¢ n» 12 suite de terme général :
=% 1
n _p= 1 pz *
1. Démontrer que pour tout entier naturel p supérieur
1

3 o T . 1
ouégalaz,ona.p Sp—i 7
2. Démontrer que : V n € N*, u <2~ s
En déduire que la suite (u,) est bornée.

S Soit (u,) la suite définie, pour n 2 2, par :
_ 1 1 1
u, = 2 ? + 0 F n—
1. Démontrer que pour tout entier naturel p supérieur
1.1
<o ]
2. Calculer, en fonction de n, la somme : %

En déduire que la suite (u,) est bornée. ”~°

ouégala 2, ona:

1
.

[n]

6 Dans chacun des cas suivants, déterminer le
sens de variation de la suite (u,).

1
a) u,=Yn (neN* b u, =" (nEN¥)
n
2 n . 4"
¢j u,=n2-2" (n€N) e
7 Soit (u,) la suite définie par :
U,=a et VvreN, u,  =2u -3

Démontrer par récurrence que :

a) si a = 3, alors (u,) est constante ;
b)sia> 3, alors (u, ] est croissante ;
¢)sia< 3, alors (u ) est dec:rmssante.

8 soit () la suite définie par :
u,=5et VvneN, u  =u +n*-4n
Démontrer que (u,) est croissante a partir du rang 4.
9 Dans chacun des cas suivants, conjecturer a

I'aide d'une représentation graphique le sens de varia-
tion de la suite (u,).

al uy=2 etVneEN, u,,=1+Iny,;
B) uy=—3 et VREN, u,  =ewl; .
u,—1

o] u,=3 et VREN, u,, = =

n
10 Soit (1), . - 1a suite de terme général :

TP
n n— (__ -l]n

1. g) Calculer 1, u, et u,.
b) Calculer u, Uy Uspyy LU,
En déduire que la suite (u,) n'est m croissante ni
décroissante.
2. Démontrer que les suites (1), < o €t (1
sont décroissantes.

2p—1)p € N*

11 Soit (u,), < y 6t (v,), < o, les suites définies par :
_2"—4n+3 B 2"+ 4n -3 ‘

n 2 n 2

1. Galculer v, + v, et u, — v, en fonction de n.

2. En déduire 1'e expression de chacune des sommes

L1

S u eti ,Upen fonction de n.
p=0 P B
12 Soit (u,) la suite définie par : 1
u, =2 et vnenN*, un+1=2un—?

1. Déterminer le nombre réel a pour que la suite
(0,), e e de terme général v, = u, —a, soit une suite géo-
métrique.

2, Exprimer v, en fonction de n et calculer Z L Oy

3. Exprimer u,, en fonction de »n et calculer Pf_. Uy

Limites de suites

13 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
limite de la suite (u,)

1 S Ry
a) u,=ntan b} u,= Z“Sin%

c) u,=n*1- cos-}l—] d] u,=n(1- cos%j.

14 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
limite de la suite (u,), ¢ g
a) u,=z—3 b) u,=n—fn+1

in—1
cj un=(1—%)x(1—--é—)x...x(1—-}1—2).

15 Dans chacun des cas suivants, conjecturer &
I'aide d'un graphique, puis d’une calculatrice, 1'exis-
tence de la limite de la suite (u,).

al VREN, u, = nsin(n%) ;
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_ _ 4

b) uy=2 et VneEN, un+1_5_En
— 1
c] uy=1 et VneEN, un+1—un+a;
1 u +1
d) uOEIR\{?} et VneN, u"“:z:: —

1€ Dans chacun des cas suivants, déterminer 1=
limite de la suite (u,),, ¢ pe-

fn-1 b)

s=2nfsi-n

al u, =1— u =
" Jn+1 ® dnZ:rl+in
c) un=_1;1::_ d) un=e!nn—n_
1+ 1nn

17 Déterminer la limite des suites (), < p- €t

(v,), e n- définies par: u, = n2 + 1 —n et v, =nu,.

" 18 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
limite de la suite (u,), ¢ p-

a) mﬂ_%+31—H b) w,=4"—2"
R
RS = s m
gl un=2“—n3- h) u“=2::s

19 Dans chacun des cas suivants, utiliser les pro-
priétés de comparaison pour déterminer la limite de la
suite (1)), ¢ g

1
A o R b ncos(1 + )
* n+cosn

- In d) _cosn + (= 1)*lnn
nCir T

20 Soit (u

u =
" n?+1

Jn e n 12 suite de terme général :

=B oD n
" onZ4q n+2 nf+n’
2 2

=u,= .

1. Démontrer que : V n € N¥,

n’+n n? + 1
2. En déduire que la suite (u,) est convergente et déter-
miner sa limite.

21 Soit (u,), ¢ - la suite de terme général :

1 1 1
U, =——— + + o+
n+1  n+2 Jon

1. Démontrer que : V n € N*, u_ 2 ‘/% :
2. En déduire que la suite () est divergente.

22 Dans chacun des cas suivants, étudier la limi-
te de la suite (), o\

2"g
2 + 21’I,+1)

C) un = 2\'r1'_1—rl

a) u,= sin( b} u,=10""+1

1

d uw,=(1+n)"

e) u,=(1+n2" f o, =01+ Jﬁ]%.
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23 Soit (1 ) la suite définie par :

1

u,=0etvVneN, U= u, +4.

1. Représenter graphiquement cette sulte et conjecturer
sa Hmite.
2. g} Celculer 'abscisse a du point d'intersection des

drodtes d'équations y =x ety = -12~—x + 4.

b/ DEzontrerque:VYnEN, u —a——(uo—a,)

En déduire le résultat conjecturé 2 la question 1.

3. Utiliser une méthode analogue pour déterminer la
limite éveniuelle de la suite (u,) dans chacun des cas
suivanis.

a_.ht13 DOet VRnREM, u +1=——12—-U.“+4.
bjuy=0 et VRnEN, u _ =-2u +4.

clJuy=0et VREN, u ,=2u_ +4.

Suites monotones

convergentes
24 Soit (x,) la suite définie par :
3u_+4
uo=1 et VREN, um_l—ﬁ

1. Donner une représentation graphique sur (OI) des 3
premiers termes de la suite (u,) et conjecturer la limite
de cette suite.

2.a)Démontrerque: VneEN, 0<u <2, |

b) Etudier le sens de variation de la sulte ().

3. En déduire que cette suite est convergente et déter-
miner sa limite.

25 Soit (u,) 1a suite définie par :
4u, —1
o, +2
1. Déterminer a pour que la suite (x,) soit constante.
2. Démontrer que si a > 1, la suite [u ) est convergente
et déterminer sa limite,

Up,=a et VvrneN, u

26 soit (u,) la suite définie par :

==l et VneN, u  =/2u +3.
1. Tracer la courbe représentative de la fonction
x = |2x + 3. En déduire une représentation graphique
sur (OI) des 4 premiers termes de la suite (u) et conjec-
turer la limite de cette suite.
2. a) Démontrer par récurrence que :
s VneEN, —15u, <3;
¢ la suite (u,) est croissante.
b) En déduire que cette suite est convergente et déter-
miner sa limite.

27 soit (i) la suite définie par:
uy=4 et vneN, u,, =In(l+u).

1. Tracer la courbe représentative de la fonction
x +~ In(1 + x). En déduire une représentation graphique
des 4 premiers termes de la suite ().
2. Démontrer que la suite (u,) est décroissante et minorée.
3. En déduire que cette suite est convergente et démon-
trer qu’elle converge vers 0.



28 Trois fréres se partagent un terrain rectangulai-
re de 14 hectares de superficie, de la fagon suivante :
* le 1* en prend la moitié ;
¢ le 2¢ prend la moitié de ce qui reste ;
* le 3° prend la moitié de ce qui reste, et le partage
continue ainsi.
Le terrain sera-i-il totalement partagé si on continue
indéfiniment cette méthode ?
Si oui, quelle sera la part de chaque frére 7

29 Utilisation d’une suite auxiliaire

Soit (u,) la suite définie par :
u,=2et VneN, u,,=3u, —n?+n

1. Déterminer un polynome du second degré P tel que
la suite de terme général a, = P(n) vérifie la relation de
récurrence précédente.
2. Demontrer que la suite de terme général v, = u, — a,
est une suite géométrique.
3. Exprimer v, puis u, en fonction de n.
4. Etudier la convergence des suites (v,) et (u,).

30 soit (1z,) 1a suite définie par : "

u, =1 et YneN*\{1}, u = u, .+ £
1. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
2. On désigne par (v,) la suite définie par :

v,=1et VneEN\1}, v,=v,_, + Tk
Démontrer que: V¥V n € N*\{1}, 0< u <v..
En déduire que la suite (u,) est majorée. )
3. Démontrer que (u,) est convergente et déterminer sa
limite.

31 1. Démontrer que :
Vxelo;+eof, x— x?z< In{1 +x) <x.
2. En déduire la limite de la suite (u,), < » de terme

snéral 1 u = 1 2 k n—1
général : u, = (1 + nz)(l + nz)...(l + nz)"'(1 + )
32 Suites extraites et convergence
Soit (u,) la suite définie par :
1

uy=1etVreEN, u,, =2+ .

n
1. Donner une représentation graphique sur (OI) des 3
premiers termes de la suite (u,) et conjecturer la limite
éventuelle de cette suite.
2. o) Démontrer que la suite (u,,), <« €st croissante et
majorée par 1 + 2.
b ).Démontrer querla suite (uz}7 +1]p < est décroissante et
minorée par 1 + 2.
3. Démontrer que }es sqltt?s [u2P] et [uzjm) sont conver-
gentes et ont la méme limite.
Nous admettons que cette limite commune est la limite
de la suite (u,). i

33 Soit [un] la suite définie par :
u,=0 et VrneEN, u,, =cosu,

On désigne par f la fonction cosinus.

1. a) Donner une représentation graphique des 4 pre-

miers termes de la suite (u,).

Que peut-on conjecturer ?

b} Démontrer que I’équation cosx = x admet une solu-

tion unique dans 'intervalle K = [=; 1].

On désigne par o cette solution.

c¢] Démontrer que f(K) C K et que pour tout élément x
deK.ona:f’x)<0,0

2. g} Démontrer que :

¥ rc N* unEK et Iuml—ct.l SD,Qlun—al.
|Endéduireque: Yn e N*, |u, —al< %[0,9)“‘1.
D=montrer que la suite (1) est convergente.
s=r—iner. 4 laide d’une calculatrice, une valeur |
orinss 2 1072 prés de sa limite.

% Approximation de 2 par les suites

50 &

A - Soix {p,] =t (g) les suites définies par :

{ = 1=3. 4 ??E—-::—E-quﬂ' .
YREMN =P, 71,

1. Comzis=r = =hi=an suivant

| n | 2 3 £ 3 6 7 8 9

i |

| 2=

| 9=

saites (p) et (g,) ;: en

3. Soit (), o », 12 suite de terme général : u, = 1;—:

a) Exprimer u,,, en fonction de u, et donner une défi-
nition par récurrence de la suite (u ).
b) Représenter graphiquement les premiers termes de la
:s[l_xite (u,), puis démonirer que cette suite converge vers
2.

B - Soit (a,) et (b)) les suites définies par :

ao = bo =1
{ vneN, a,, =d +2b

VneN, b, =2ab,

a

et la suite (v,), o o de terme général : v, = —2.

f n
Donner une définition par récurrence de la suite (v, ),

puis démontrer que cette suite converge également vers
V2.

35 Série harmonique alternée
Soit (u,), < -~ la suite de terme général :

1 1 1 1
u,=1- ?'[' 3 —4—‘+ et = l)m'l*ﬁ.
On se propose d’étudier la convergence de cette suite
appelée série harmonique alternée.
On désigne par (v,), ¢ n+ et (w,), ¢ n+ les suites de
termes généraux : v, = u,, et W, = Uy, .
1. Démontrer que : %p EN* v, <w,
2, a) Démontrer que les suites (r‘;p] et (w,) sont respecti-
vement croissante et décroissante.
b) En déduire que (v,) et (w,) sont convergentes.
3. a) Démontrer que la suite de terme général w, — v,
converge vers 0. 2
b) En déduire que la suite (u,) a une limite dont on don-
nera une valeur approchée a 1072 prés.
On démontre que cefte limite est In2.

36 Suites de Fibonacci
Léonard de Pise (1170 env. - 1250 env.), plus connu
sous le nom de Fibonacci, pose dans le Liber abaci le
célébre probléme suivant :
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« Combien de couples de lapins obtiendrons-nous & la
fin d’une année si, commencant avec un couple, cha-
cun des couples produit chaque mois un nouveau
couple, lequel devient productif au second mois de son
existence ? ».

1. Soit F, le nombre de couples de lzpins zu n-itme
mois.

a) Compléter le tableau suivant -

T

njo0f1/2(3]|4|5|6|7|8|9|18|11|12

b} Exprimer F,_, en fonctionde F,_, et F_.
La suite F, est appelée suite de Fibonacci.

2. On désigne respectivement par « f 8 l=s solutions

Dositive et négative de I'équation : = —x -1 = 0.

Soit (u,) la suite définie par :
w=lu,=1let VREN® u_ =u

= a1 n

a) Démontrer que : V n € N*, u, = z, [cm — "),

37 On considére un damier de format 2 x n (nE N*),
On désigne par d,, le nombre de facons différentes dont
on peut le recouvrir avec des dominos de format 2 x 1.
1, Calculer d,, d,, d,.
2, Démontrer que (d,) est une suite de Fibonacci et cal-
culer (d,,).

38 De combien de fagons peut-on vider un ton-
neau de 20 litres avec deux récipients de capacités res-
pectives 1 litre et 2 litres 7

39 Soit fune fonction continue sur la ; b[ et telle
que : f(la; b} C la; bl.
On considére une suite (), c  définie par son premier
terme et la formule de récurrence : w,,,=flu,).
1. Démontrer que si fest une fonction croissante, alors
la suite [un] est monotone et convergente.
2. Démontrer que si f est une fonction décroissante,
alors les suites extraites (uy,), ¢ y 6t (Uy,.,), ¢ 500t des
suites monotones et convergentes.
3. Utiliser les résultats précédents pour étudier la limi-
te de la suite (x,) dans chacun des cas suivants.

) u >06tVneN Sty 1

a > n y U = —————

u‘[) n+1 Hn+1
2

b) uy=3etVneN, e

c “o=% stVnrEN, u,, =01-u)

B0 1. Soit fune fonction continue de [0 ; 1] dans
[0;1]. J
a) Démontrer qu’il existe au moins un nombre réel o tel
que: fo) = o,
b} On suppose que fest dérivable sur [0 ; 1] et qu’il exis-
te un nombre réel k élément de [0 ; 1[ tel que :
Vxe[o;1], Ifx)] <k

Démontrer que o est unique.
2. Soit (u,) la suite définie par :

u, €[0;1] et YneN, U,iq -—-f(un),
ol f est une fonction vérifiant les conditions précé-
dentes.
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a)Démontrerque:VneEN, lu,,-al < klu,—al.
b) En déduire que la suite (u,) est convergente.
3. Application
Etudier = Emite de la suite (u,) définie par:
w,=0 et VnEN,u , =/u,+1

%1 Soit f1a fonction de [0 ; + ef vers R définie par :
iflo)=0
Lflx) = lxlnxl, six > 0.
1. a) Etudier f et tracer sa courbe représentative ().
b) Démontrer qu'il existe un nombre réel o unique, 616-
ment de J1 ; e[, tel que : flo) = %-.
Placer le point correspondant sur ().
Donner, & 'aide d’une calculatrice, une valeur appro-
chée & 1072 prés de o.
2. Soit (u,) la suite définie par :

U, ERNN1) et YneEN,u,, =flu,)
a) Déterminer u, pour que cette suite soit constante.
b) On choisit u, € 10 ; %[. Démontrer que :
* VneEN,0<uy, < l;
e

* la suite (u,) est strictement croissante ;

* la suite (u,) converge vers %.

c) Etudier la convergence de la suite (r,) dans chacun
des cas suivanis :

°uGE]%;1[;
cu,€]1;0f;
0u0=c¢.

d) On choisit : u, > e. Démontrer que :

* la suite (u,) est strictement croissante ;
VxE€le;+eof, fllx)22;

s YneRN, Upy — Uy 22(0, — 1) ;
e VneEN, u, - u,22"u, - uy.
En déduire la limite de la suite (ze,).
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42 Suites adjacentes
Soit () et (v,) deux suites définies dans N par :

0<u0<v0
VreEN, u, ,=Jup,
u+uv
— e 3 n
YneN, V1= "5

1. Démontrer par récurrence que les suites (w,) et (v,)
sont strictement positives,
2. a)Calculer v, — u2_, et en déduire que :

n+1
VrREN, u <uv,,
b} Démontrer que la suite (u,) est croissante et que (v,)

est décroissante.
¢) Démontrer par récurrence que ;

VneEN Oy, -u, < (%-)n(vﬂ - uy).
En déduire que: lim  u,=lim v,

n—+o n—+ o0

On dit que (u,} et (v,) sont des suites adjacentes.
3. Déterminer un encadrement a 10~ * prés de la limite
commune des suites (v, ) et (v,), lorsque u,=letv,=7.

Cette limite est appelée moyenne arithmético-géomé-
trique des nombres u, et v,,.




I ntegration

Introduction

Les mathématiciens Grecs calculaient les aires par des méthodes
géométriques consistant & remplacer la région considérée par un
carré de méme aire (probléme de la quadrature).

Au XVIle siécle, KEPLER (1571-1630) obtient des formules pour
calculer le volume de tonneaux & Vaide de décompositions de
régions en domaines élémentaires. Enfin, LEIBNITZ (1646-1716)
et NEWTON (1643-1727) construisent, de facon indépendante et
presque simultannée, une méthode pour la détermination des
aires et des volumes par le « calcul intégral ».

lobjet de ce chapitre est de définir l'intégrale d'une fonction conti-
nue et de mettre en place des techniques permettant les calculs
d'aires et de volumes, ainsi que des longueurs d’arcs, de moments
d'inertie et autres applications & la Physique.

Intégrale d’'une fonction continue ..........ccccccvveen, 296
2. Techniques de calcul INtESral.............coueereeereeirrneen, 309
3 Applications du calcul intégral.........c...coccvevvveinnen. 309
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques a variable réelle, Iz plan estf muni
du repére orthogonal (O, I, J) et I'unité d’aire est I’aire du rectangle de dimensions OI et OJ.

1. Intégrale d'une fonction continue

1.1, Notion d'intégrale

5 Introduction
On considére la fonction x — '}E de |0 ; + o[ vers R et (6) sa courbe représentative.
Soit ¢ la fonction de [1 ; + «[ vers R qui & ¢ associe 'aire du domaine délimité par la courbe (%), 'axe

(OI) et les droites d’équations-x = 1 et x = ¢. \
Ona:s(1)=0. JT @)
Etudions la dérivabilité de la fonction . 1§ TS

Soit t, un élément de [1 ; + oo[. %to ....................

* Justifier que :

Vte]tu;-%-oo[,%—(t—to)s.sﬂ(t]—'sﬂ[tu]slo[t-tol. o ——
* En déduire que la fonction o est dérivable a droite en

t, et que son nombre dérivé a droite est % Jao \ @

Soit ¢, un élément de ]1 ; + o|. o -}1

* Justifier que : 2 i "
Vie[1;t,], lu(tn—t]s&q[tol-si(t)s%[to—t]. '

* En déduire que la fonction & est dérivab%e a gauche en O T 3

t, et que son nombre dérivé a gauche est <. 4

0
* Démontrer que la fonction < est la primitive sur [1 ; + [ de la fonction x ﬁ%, qui s’annule en 1, et que :
Vite[l;+e[,dlt)=1nt. :

s mE
&

=z Définition et conséquences

Soit fune fonction continue sur un intervalle K, F et G deux primitives de fsur K, a et b deux éléments
de K. On sait qu'il existe un nombre réel ctel que: Vet e K, G(t) =F(t) + c. -

On a : G{b) — G(a) = F(b) + ¢ — F(a) — ¢ = F(b) - F(a).
Le nombre réel F(b) — F(a) est donc indépendant de la primitive de fchoisie.

Soit fune fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K.
On appelle intégrale de a a4 b de fle nombre réel F(b) - F(a), oi F est une primitive de fsur K.

b
On note : F(b) - Fla) = j flt) di = [F(t)]z.

Vocabulaire
. Ibf (¢)dt se lit « somme (ou intégrale) de @ a b de f(¢) di ».
e [I:i[t)]z se lit « F(t) pris entre a et b ».
* a et b sont les bornes de l'intégrale J bf (£)dt.
¢ Dans 'écriture Ef (t)dt, on peut rem;;lacer t par toute autre lettre (sauf a et'b) et écrire Lbf' (x)dx ou

b
j f(s)ds ; t est appelée variable muette.
i )
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Exemples C
1
23+ [E811_ 1
.,Lt dtﬁ[?]o_S' " ’
¢ Soit ¢ un nombre réel._.On a! I cdt =[c t]{;L =c(b - a).

il T @
o J-4 cos x dx = [sin x]] = ’%
0

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de Ia définition.

AT LRy e

Soit fune fonction continue sur un intervalle K, a et b deux élémentsde K. On a :

. Laﬂt] Idt =.0

-

i Ehﬂ dt=- Laﬂt) at.

Soit fune fonction continue sur un intervalle K et a un élément de K.

La fonction x — I f(1) dt, de K vers R, est la primitive de fsur K qui s’annule en a.
a 4

Exemple

X
La fonction logarithme népérien est la fonction x — _[ th (x> 0).
1

s [Interprétation graphique de l'intégrale

La propriété suivante, que nou admettons, généralise le résultat établi en introduction.

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle K, (4) -
sa courbe représentative, a et b deux éléments de K (a < b).

b i
j f(¢) dt est I’aire (en unités d’aire) du domaine D délimité
par (4), (OI) et les droites d’équations x = a et x = b,

Remarques
® L'aire de D (en unités d’aire) peut étre notée si(D).
* Le domaine précédent est aussi I'ensemble des points M (';)
asx<bh
tels que : { ;
0<sy<flx)
¢ Si la fonction f est continue et négative sur [a ; b], la symétrie
orthogonale d'axe (OI) transforme la courbe (€) en la courbe
(@’) représentative de (- f).
Le domaine D est transformé en un domaine D’ de méme aire.

Ona : (D)= A(D’) = Lb(—f)(t] di.

Exemples

* L'unité graphique est 2 cm sur chaque axe.

Calculer l'aire, en cm?, de I’ensemble D des points M(‘;) tels que : —% <x<Z et0OSy<cosx
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= La courbe ci-contre est la représentation graphique de la
fonction x — x? — 1. Calculer I'aire du domaine colorié.

Ona: sﬁ[Dll]:Lz(tz—ﬂ.) dt:[%—t]z c

1= 30 )
g £, ]2 T
— — (2 _ === ==
s@(Dz)_L (@-1de=[-5+¢] =% 6
On en déduit que 1’aire du domaine colorié est égale a 2 Dy /1
unités d'aire. =
mmmzsa Inferprétation cinématique de l'intégrale

Un mobile se déplace sur un axe & la vitesse v(¢), ¢ étant la variable temps.
Sil’on suppose que v est positive entre les instants ¢, et t,, alors la distance parcourue par le mobile entre

2
ces deux instants est : J v(t) dt.
t

Exemple

Un corps est 1aché, avec une vitesse initiale nulle a I'instant ¢, = 0, d’une hauteur de 1 000 m et est sou-
mis a I’accélération de la pesanteur g = 9,8 m.s™2.

* Quelle distance d a-t-il parcouru aprés 5 secondes de chute ?
On a: v(t) = g t ; donc la distance (en métres) parcourue aprés 5 secondes de chute est :

5
-~ _ l 218 _ ;
d_L gt dt—[zgt]0~122,5.

* A quel instant T (en secondes) touche-t-il le sol ?

T
Ona:jgtdt:iooo e %gTzzl(JOO.Donc:sz,&
0

_...1.2. Propriétés algébriques

‘Relation de Chasles

Soit fune fenction continue sur un intervalle K, a, b et ¢ trois éléments de K.

Ona: J:.ﬂt] dt + Lcﬂt] dit = J:ﬂt] dt. | '

D émonstration

Soit F une primitive de fsur K.
C

b
Ona: L)"{t) dt + be[t] dt = [F(b) - F(a)] + [F(c) — F(b)] = F(c) — F(a) ;

o Ef[t] ds j:f(t) dbs j:f(a:) dt.

Interprétation graphique
Supposons que f soit positive sur [a;cletasb<c.

Désignons par D le domaine délimité par (€), (OI) et les
droites d’équations x =a et x = c.

- Larelation de Chasles signifie que : #(D) = &(D,) + 4(D,). a b O I &
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Exemple

pid 0 i . n
Ji Isin ¢] dt = J-n —sint dt + LZ sin £ d¢ = [cos t]_u,f +[~cos £]Z=2.

T 3

Smt f etg deux fonctions continues sur un mtervalleK,annMereeLaetb deux elements de K.
Ona: J (1) dt = jf(t]dt s e, )

J (f+ g)(@) dt Iﬂt] dt+J g9 de.

Remarque
En particulier on a : I [-f(e)] di =— I fl(z) dt.
Exemple
i _ |51 +cos 2t 4 1 1 I m+2
Lcosztdt—L T _[ dt+—_[ cos 2tdt = = [t]ﬂ»z[ stt] o

-..1.3.. Propriétés de comparaison

 Signe de l'intégrale

Solt f une fnnctmn continue sur un mterva]le I( a et b deux éléments de K (a< b)

Si fest posmve sur [a ; b], alors _[ flde=o0.

Démonstration
Soit F une primitive de fsur K.
Si fest positive sur [a ; b], alors F est croissante sur [a ; b] eton a: F () —F(a)=>0;

b
donc : If(t)dt >0.

Sozt f et g deux fonctions continues sur un intervalle K, a et b deux éléments de K [a < b]

Sif<gsurla; b],alors'l’ f(t]df,<j g[t)dt

Démonstration

b
Sif<gsur[a; bl, alors la fonction (g — /) est positive sur [a; b] et on a : I (g-pH)dt=0;
d’ol1 'on déduit le résultat. *

Exemple
Démontrerque: Vxe [1;+o[,Inx<x~1.
Soit x un élément de [1 ; + <[,

X X
Ona:Vte [1;_x],%$1;donc:‘[%gsj;dt.
1

On en déduitque: Vxe [1;+ e, lInx<x—1.
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Remarque
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b).

b b
Ona:-|fl <f<|fl surfa ;b] ; on en déduit que : Jf(t] dt SJ Ife)l dt.

Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b).
Si m et M sont deux nombres réels tels que pout tout ¢ élément de [a ; b], m < flY) <M,

b
alors m(b - a) SJ f(8) dt <M(b - a).

Cette propriété est appelée inégalité de la movenne.

Démonstration . . ,
Ona:Vie[a;b,m<f(t)<M;donc: J m dt sJ,f[t) dt S.[ M dt.
g a a

b
On en déduit que : m(b - a) < J- f(t) dt <M(b - a).

Re;__ marques

* L'inégalité de la moyenne appliquée a f sur Iintervalle [a ; b] n’est autre que I'inégalité des accroisse-
ments finis appliquée d une primitive F de f sur le méme intervalle.
* f étant continue sur [a ; b], fest bornée sur [a ; b]. Les nombres réels m et M existent donc toujours.

Interprétation graphique

Lorsque m est positif, cette propriété signifie que 1’aire du domaine colorié
ci-contre est comprise entre les aires des rectangles de méme base b—a et de
hauteurs respectives m et M.

Exemple
1. [*ae <1
85, 57

La fonction x+> L, est décroissante sur [2 ;4] ;onadonc: Ve [2;4], L < ok %

x* i 6 L
s 4-2 dt . 4-2 de .1
(R i o s By i =
On en déduit que : 6 =), < 7z <3

Démontrer que :

s

1 4
; Cest-a-dire : =< _[
87 ),

Soit fune fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K.

Si M est un nombre réel tel que pout tout ¢ élément de K, [ﬂ_t)l < M, alors <M|b -al.

[ e

Cette propriété est une autre formulation de I'inégalité de la moyenne ; elle se déduit de la précédente
en remplagant m par — M.

Valeur moyenne d’une fonction

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b] (a = b). 5
On appelle valeur moyenne de f'sur [a ; b] le nombre réel p tel que : p = ﬁ J Fo) de.
3 i AT (/3 T

. 300 Intégration



Remarque

Soit f une fonction continue sur [a ; b] et p sa valeur movyenne sur [a ; b].
L'image par f de [a ; b] est un intervalle [m ; M].

M
b
Ona:m(b—a}éjf[t)dtSM(b-a];donc:msps}._!_ 5 /
@€

Le nombre i admet donc au moins un antécédent ¢ par fsur * : ; C
[a' ; b]' J 0 i / I

. % m i ;
Interprétation graphique -; ;
Lorsque fest positive, 1 est la hauteur du reciangle ABMD. d= A ! ' bB
base b - a, dont l'aire est égale a celle dz Ia surface colagis % 1 €.

Exemple

- Jo . TTI -

Calculer la valeur movenne de la fonction x— 1 — 2 sur I'intervalle [- 1 ; 1]

1 1
N o3 dbae Ll B] o2
Dna‘u—zj_l(l t]dr_z[ 3]_1_3.
Interprétation cinématique
51 un mobile se déplace sur un axe  la vitesse v(t), sa vitesse moyenne entre deux instants t,ett, est

U = 3 d % d étant la distance parcourue entre ces deux instants.
27 "1 Iﬁz to
Lorsque v est positive entre ¢, et £,,ona:d = | v(t)dt; donc: v, = 7 2 ; J’ v () dt.
121 AL B £

La vitesse moyenne est donc la valeur moyenne de la vitesse.

T O N i g e
& &"dfgﬁ.#‘%ﬁ“_
T

1.a Calculer les intégrales sugvantes. l.c  CGalculer les intégrales suivantes.
3 5
a)rztdt b)L £ de a}jzlx—ildx b)_[ % — o dx
-1 - -4
2 dx 4 1 1 ] % .
c}L o d)J‘%de c)LIcos 2x| dx d)J-O [sin x— cos x| dx.
* n ]
B}J;smtdt ﬂJ:e"dt 1d SaitA=Jcoszxdx et B=Jsin3xdx.
0 0

0 3 - 1. Utiliser les propriétés de linéarité de I'inté-
8|, JL—t - h) _L V2x + 1 dx. grale pour calculer A + B et A - B.
t+2 2. En déduire les valeurs de A et B.

1.b  Lunite graphique est égale 3 2 cm sur (OI) et a 1

cm sur (OJ). l.e  1.Démontrer que: Ve [Z; -,TE], 1€ 2az
Dans chacun des cas suivants, représenter gra- : = SaL
phiquement la fonction fsur [a ; b] puis calculer 2. En déduire que : & < J‘ 7 dr o mj2
I'aire, en cm?, du domaine délimité par la courbe 47 ) sinx ~ 4
ainsi obtenue, la droite (OI) et les droites d’équa-
tionsx=aetx=h. 1.f  Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur
a)f)=x2+1, a=—1 et b=3 moyenne de la fonction fsur 'intervalle K.

-6 aflx)=x*+1,K=[0; 10]
b) fx) ep @=1 ¢ b=2 B = 1 K =[8:15]
c))"[x]:-%, ~a=1 et b=e J'x_1+1

Jfix)=—=—=,K=[e-2;e2-2]

df)=e*+1, a=-3 et b=1, i £+2

d} flx) = cos 2x, K = [0 ; n].
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Le calcul de I'intégrale d’une fonction continue fentre a et b se réduit généralement a la recherche d*une
primitive F de f'sur [a ; b] et au calcul de F(b) — F(a). Dans certains cas, c= calcul utilise des transforma-
tions d’écritures.

Utilisation des primitives usuelles

Le tableau suivant reprend quelques résultats concernant les primitives. vus dans les chapitres précé-
dents. Dans ce tableau, u désigne une fonction dérivable sur un intervalle K. ¢ une fonction dérivable sur
un intervalle contenant u(K) et o un nombre réel différent de — 1.

u’ 1

Fonction S u’ el | uu= uxXv ou
' Primitive In |ul et T 1 e vou
i o+1

Commentaires uz0sur K u>0surK
Exemples

X P 7 2t N
. L (t? +2¢ + 1) dt=[z+t +t]9=Z‘ . L fzt—ldt=[ln|t _1]]02]31"

3 x 1 o1k 1 (3 5

i s =|l—-= & == sin ¢ =|psint)2 _ 5 _

OL 91n(2t+2)dt_[ 2r:os(23+2)]0_2. OJ;coste di [e ]0 e—1.

Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle X, a et b deux éléments de K.
On sait que la fonction u v est dérivable et que (uv)’ = uv’ + w'v. Si de plus les fonctions u’ et v’ sont conti-
nues sur K, alors uv’ et w’v sont continues sur K,

b b b b b
Ona: J (wo) (¢) de =J- (uv’)(t) dt + J (w'v)(t) dt ; donc: j u(t) v'(t) dt = [u(t] v[t)]:—J. u'(t) v(t) dt.

On en déduit la propriété suivante.

2T S Tt S S T e B T B o
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées u’
sur K, a et b deux éléments de K.

Ona ='__ru[t} v(®) dt = [u() v(t)]: = r w(@) v(e) dt.

ety e T

et v’ sont continnes

Cette méthode est connue sous le nom d’intégration par parties.

Exemples ; .
L
e Calculer : J’ In ¢ dt. e Calculer : J;z t cos t dt.
1 ’ - .
Posons : u(t) =In t et v'(¢) = 1. Posons : u(t) =t et v'(t) = cos t.
On a: u'(t) :%; choisissons : v(t) = . On a: u'(t) = 1 ; choisissons : v(t) = sin ¢.
u’ et v’ sont continues sur [1 ; 2]. u’ et v’ sont continues sur [0 ;-725-].
2 2 2 g [T T T
Donc : I Intdt = [tln t] -J det Donc : Jzt cos £ dt = [t sin t]z—stin tdt
1 1 1 0 0 0
o4 "
2 _ s 2
=[t1nt—t]1 -[tsmt+cast]ﬂ
T
=2In2z2-1. : =E—1.
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* Calculer : J sin ¢t et d¢.
0

—Posons : u(t) = sin ¢t et v’(t) = .
On a: w'(t) = cos t ; choisissons : o{f) = e’.

.

u’ et v’ sont continues sur [0 : =l

L
On en déduit que : [—smte‘ﬂl=[ sin e*]o—J cos t et dt—J—coste‘ dt.
0 0

—Posons : w(t) =—cos i i ot) =&~

On a : w'(t) = sin ¢ ; choisissons - ={f) = &'

w’ et v’ sont continues sur 10 : =l
™

On en déduit que : I_sm tefdi= l —czare‘dt—[—coste] —J sin ¢ e dt.
4]

—Donc : Jsmte‘ dt—f[—coste]‘=er+1-
5]

2z

= Changement de variable affine

Soit fune fonction continue sur un intervalle K, ¢ — az + B une fonction affine non constante, a et b deux
nombres réels tels que, pour tout nombre réel x compﬂs enire a et b, le nombre o + P appartienne a K.

Si F est une primitive de fsur K, la fonction x — = F (cex + B) est une primitive de x — f (o + B).

On a donc : Jfat+B)dt_[aF(at+B]] —F[ab+£3)-—-—F(cca+B]

_ ab+p ob +p 1
= ['o_cF (u’}]am;s ab+B O Flelde

Pour calculer ] mtegrale J f (oct + B) dt (oc # 0} on peut ut111ser le procede sulvant

e faire le changement de vanable u= oct + [3_ ; on obtlent du= cx dt

'-utihserl’ gahté Jf[oet+]3 dt—J Ifé []du i

Exemple

0
Calculer: 1= I

t
—— dt.
-1/2¢t+3

Posdns:u=2t+3.0na:du=2dt;donc:dt=%du.
Deplus: t=-1 = w=1;
t=0 = u=3.

T' 3l(u—3] 3
édui 1= 2 xlgy=1 = 8
On en déduit que.I_J.1 1o X3 du 4L (\/— )du

3G lu-o ] -4

|
1

Soit fune fonction continue sur un mtervalle K symétrique par rapport a 0,
Pour tout a élément de K, on a :

* si fest paire, J ft) dt = ZL At) de ; * si fest impaire, | Af)dt=0
-l 3 -l
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Démonstration .
a FE
Soit @ un élément de K. On a: Lf{f} di = [ fidi= L i) 85

: 1] e = .
Posons : u = —t ; on obtient : J flE)di =— | fi—u)du= ’ fl=u) du.
- - JO

* Si fest paire, on a : Iaf[— u) du = [ﬂﬁu} du : donc J-af(t] dt =2 Jaj‘[t) dt.
1] -a 0

-2

* Si fest impaire, on a : Jf[- u)du=- [‘;iu} du ; donc I f(¢) dt = 0.
(i) - —a

Interprétation graphique
Supposons que la fonction Fsoit positive sur [0 ; a] (a > 0).

¢ Si f est paire, les domaines D et D’ sont symétriques par .
rapport a (O]) et ont la m&me aire. D

a = -Q
Donc: I fle)di=2 [f[t] dt.
—a Jo
e Si fest impaire. les domaines D et D’ sont symétriques par T
rapport a O st ont la mémes aire.
-a D
Donc: | f() dt=0. b7 |©

Exemples
e La fonction t > cos 2¢ est paire et continue sur R ;

("

T s
donc : |2 cos 2¢dt = zj%os 2¢ dt =2 [ sin 2¢] = 1.
0 - 2 0

Y4

= La fonction t +> sin 2¢ est impaire et continue sur R ;

donc: |2 sin 2tdt = 0.

T
g

Seit f une fonction continue sur R et périodique, de période p.
Pour tous nombres réels a et b, on a :

b+ b a+ .
o fg ae = J A9 at ; f “fe) at = r;m . °
a+p a a ]
B émonstration

fest continue sur R et périodique, de période p ; donc si pour tout nombre réel x on a : flx + p) = flx).

Soit a et b deux nombres réels. <

+p b b b
* Posons : x =t — p ; on obtient : flt) dt = If(x +p)dx = J [(x) dx=J f(¢t) dt.
z - a+p a a . a
*Ona: j f(&) dt = f(t) dt.
¢ “:P b bap
[ rwyas | rwaes | o an

a+tp a b

a+p b4p
On en déduit que : J f(t) dt = L fle) dt ;

aip P
en particulier pour b =0, ona: N f(6) de = .L f(t) dt.
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Interprétation graphique
Supposons que la fonction f'soit positive sur R.

1
T

(ol la b  atp b+p ol ]I j2 a a+p

D’ est 'image de D par la translation de vecteur D et D’ sont superposables par découpages.
pOI ; done:: &ﬁ ] D) ; Donc : (D) = &(D’) ; i
b a+p P
c’est-a-dire : . f (t) dt = J f¥) de. c’est-a-dire : I f(t) de = j F(t) dt.
a+p a a 1]
Exemples

. La fonction ¢ — cos 2t est continue sur R et périodique, de période x ; donc :

4 S % 3-2
— b, 2 e
J cos 2t dt = _[3:: cos 2t di —L cos 2t dt = 5 s
4 4

8n Tim 7
LZ cos 2t dt = J:j cos 2t dt = _[ cos 2tdt =0
2 2

0

-...2.2. Intégration de fonctions particulieres

: lntégration des polyndmes trigonométriques
On a vu dans le chapitre 11(§ 1.3.) deux méthodes pour déterminer une primitive d'un polynoéme trigo-
nométrique. On utilise ces résultats pour calculer les intégrales suivantes.

1. Calculer : A = L (cos® ¢ sin t + 3 sin® t) dt.

Ona:Vite R, cos®tsint+3sin’t=sin t(cos® t + 3 sin® ) = sin t(cos® £t — 3 cos? t + 3).

o s cos* ¢ 3 % 9

Donc.A—[—T—l-cos t—3¢:ost]0 ="
T

2. Calculer : B = J‘s;c{(:us2 t — 2 sin? t) dt.

1 + cos 2t
2

it _ omif
- (el Zie 1 )4

4if ~4it 2it =21t
e* +e e + €
-1-( + 3).

6
Ona:Vite R cos?t= et sint ¢

-8 2 2
Donc:VteR,cosztnzsin4t=ﬂ~1~cos4t+%0032t-—7}.
L
i m o |3 (1 3 .
On obtient : B = _E( 4cos4t+20032t )dt
_[_sin4t 3 . _t]5
-[ HE +4sm2t 4]_1:
=-£_E
4 8’
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: Intégration des fonctions rafionnelles

1. a) Déterminer’ deux nombres réels a et b tels que :

- 1 a b
Yt -1: = + .
e R\{-1:2}, SRy e

1
b) Calculer lintégrale : A = L 12—1—— dt.

—t-2
1 a b a+b=0
v -1:2], = '
a)Ona:Vte R\{-1 e 2 it = {—2a+b=1
a=—3
S
3
1 t 1 1
bj La fonction t — ———— est continue sur [0 ; 1]. On 0btient:B=I - + )dt
t?—-t-2 o\ 3(t+1) 3(t-2)
o _ ) '3[1]El t+1 ]g‘ 3In2
2. a) Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que :
1 a bt +c
Vte Ry — = _ =342 " "
e + 1) t t+1
- o de
b) Calculer I'inté aJe:Bz[ _—
) R 4 t(t? + 1)
a)]Ona:Vite B*, L e R ;donc:a=1,b=—=1etc=0.
ttt2+1) t t2+1

b} La fonction t — est continue sur 'intégrale [1 ; 2].

_1
H +1)

2 .
; a | (Lt _ _1 2 2_.3 _1
On obtient : B —L (t o 1)dt = [111 t > In (& + 1]]1~« > In2 5 In 5.

.-.2.3. Calcul approché d’une intégrale

= Introduction .
Soit fune fonction continue sur un intervalle K, a et b (a < b) deux éléments de K et A = f(¢) dt.
a

Lorsqu’on ne peut pas déterminer une primitive de fsur K, on calcule une valeur approchée A’ de A.
L'erreur commise en remplagant A par A’ est |[A — A’|.

Il existe plusieurs méthodes permettant d’obtenir des valeurs approchées d’une intégrale A.

Les schémas ci-dessous illustrent trois de ces méthodes lorsque f est positive sur [a ; b].

Méthode des rectangles Méthode du point médian Méthode des trapézes
] = / |
21 8 3 ’
@), @ @ ]
il /
/ il
a b a b a b

Dans chacun des cas : ® on partage l'intervalle [a ; b] en intervalles de méme amplitude ;

b
¢ on prend pour valeur approchée de I f(t) dt I'aire du domaine colorié.
a g
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mmzn Méthode des rectangles

On partage l'intervalle [a ; b] en n intervalles de méme amplitude. = (€) d arais] 2N
222 et d’extrémités @ = Xy, Xy0 Xye <on X, = b N4 BE
Pour tout entier naturel i (0 < i <n — 1) o= pr==d pour valeur approchée '
deL f(¢) di le nombre réel : b-a a i) a=x3% O i b =x,

n-1 b
On pose:s, = b—Ta. Z flx) ; s, est un= valewr approchée de A = jf(t) dt.
i=0 a

Précisons I'incertitude de la valeur zpp=

5= =t démontrons que la suite (s wn c N+ @ Pour limite A,

On suppose que la fonction fest dérivable sur la - 5] et que |f’| est majorée par un nombre réel M sur cet
intervalle.
Pour tout entier naturel i 0 <i<m—ilonz-

Vie b ;x,) -l <Mit-x) = r_“aﬁﬂ- fledlde < %[(t-xi)z] ‘"

*i

= || T -fx) dtl (Lzay.

n

On en déduit, par sommation sur les n intervalles, que : |A -s,] < ﬁ (b — a)?.

Donc : lim s, =A.
- +oes

Cette étude nous conduit & énoncer la propriété suivante.

Soit fune fonctmn derxvable sur un intervalle {a b], telle que ]f | admet un ma]orant M Sur. cet
intervalle. ' .
Lorsque 'on paﬂage [a b] enn mterva]les de meme amphtude et d’extrénutés a= xo, xz, wes X, = by,

ona:e® la suite (s ]n < Rirs de terme genéral s, Z flx; ], converge vers A = J f[t] dt
eVne N% A —-sn_l < z—n (b—_g)z. |

Remarques
* La suite (S,), . yv de terme général S = b na Z x4 (8 v

converge également vers A.

* Lorsque la fonction f est croissante, on obtient :

s<th)dt<S ‘ a=xx O | b=z

lorsque Ia fonction f est décroissante, on obtient :

b
S, < J fe)de<s,.

w21 Exemples d'utilisation

; 12
» 1. Déterminer une valeur approchée de A = J € Zdi, en partageant I'intervalle [0 ; 1] en 10 inter-

valles de méme amphtude. Majorer I'erreur commise.

e Soit la fonctmn fix—>e T,

Ona:sy, =1_0 [f[D) +_f(1—0) + ... +)"(%)] ;donc: A :-0’875.

® fest dérivable sur [0 ; 1] et sa dérivée est la fonction : x+> e Z.
La fonction |f’| est majorée par 1 sur [0 ;1] ; donc : ls,o— Al <5 x 1072
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Soit la fonction g : x—

de méme amplitude.

=L .
1+

g est décroissante sur I'intervalle [0 ; 1] ; donc : S

Ona:s;= —[ (U)-!-g( )-Lg(%)] et S =

On obtient : 53 =~ 0,83 et S, = 0.73.

n-1
C . . > # a 1
3. Etudier la convergence de la suite (),  n~ de terme général : == k;] cos

Soit la fonction h : x — cos mx.
Partageons I’ 1ntervalle [0; 1] en n intervalles de méme amplitude (r € N*).

<B<s..

HUGE

1
4> 2. Déterminer un encadrement de B = [ 13—22 , en partageant l’intervalle [0 ; 1] en 5 intervalles
5 -0

” +g(%) + g(l]].

nk
=

1
Ona:u, = L Z h( ) ; u, est une valeur approchée, par la méthode des rectangles, de I h(t) dt.
0

Or, h est dérivable sur [0 ; 1] et |R’] est majorée par w sur cet intervalle.

1
1 = | s . ! =2
Dong : llnnlhw u, = L sin ¢ dt = -7 [cos nt]u ==.
Z E Xercices wr o

2.0

2.b

2.6

2d

Calculer les intégrales, suivantes.

¢ 1
_ _ 5 2t di
cz)J0 (x—2)(x% —4x + 13 dx b)_L s
K R
c) J‘2 sintcos®tdt d)|* &-zi
) o cos? x
In3 1 .
e) e dx f}J.te‘”dt
In2 0

2 ]
2e% + 3 dx h J‘ In? x dx
g 0 €%+ 3x J 1 X )
A l'aide d'une intégration par parties, calculer
les intégrales suivantes.

a}j tsin ¢ dt b}J-:xln.xdx
2

c}L x et dx d)j t/—t+3dt
1

En utilisant un changement de variable affine,
calculer les intégrales suivantes.

a)j5[2t+5)?dt b)Jn Jx+2de
c)_l.‘/}ndx d)ft./—HE dt.

Sans calculer les intégrales, justifier les égalités
suivantes,
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2.e

2.f

P, -c.“‘ P

o 'ﬁ; i

a) H (xcosx]dx 0 bjj‘i;a—dx=0

)

dx
&
d) J-m (sin 2x — cos 2x]c‘|.1r=—2'|503 cos 2x dx.
E)

1 +Ix|

Calculer les intégrales suivantes.
L i
a) J‘: sin? 5x dx b) L" sin® x dx
2

5 i3
c) Iaws“xsmzxdr d) jz (cos? x —sin?x) dx.
1]

a) Vérifier que : Vx e R\[-1; ——}
Bx+5 __3 42
2x*+3x+1 x+1 2x+1

: 2 8x+5
b} En déduire la valeur de L TR

a) Vérifier que : ¥ x € R\0; - 1},
1 1 1,1
Bex2 2 x x+1

b) En déduire la valeur de J- d.x:
1

£z



) Applications ducalculintégral

3 Calculs d’aires

Soit fet g deux fonctions continues sur un intervalle K. (€] et (€ ) leurs représentations graphiques res-
pectives, a et b deux éléments de K (a < 5).

On suppose que 0 < f'< g sur [a ; bl et on s= propose de calculer l'aire du domaine D délimité par (€.
(‘Gg] et les droites d’équations r=a et x = b. s

On désigne par D, (respectivement D,) le domaine délimité par (6 /-] (respectivement [‘69)], (OI) et les
droites d’équations x =aet x=b.

On a: (D)= «(D,) —=i(D,)
b B
- [swa- [0

b
- [ts@-ronac

La propriété suivante, que nous admettons, généralise ce résultat.

g e = P e T TR T, TP
= 8 o et =3 R
i . "

Sait fet g deux fonctions continues sur un intervalle K, (4 /) et(€)
leurs représentations graphiques respectives, a et b deux éléments ]

de X (a < b). (6y) Ainn lib
Lorsque f<'g sur [a ; b], 'aire du domaine D délimité par [‘61), (8 g] s '-\'ID_/ ;
b —(€p
et les droites d’équations x = a et x = b est : s{(D) = J’ lg(®) - 1] dt. i
a
Exemples
e Sur la figure ci-contre, (cﬂf] et (6 g) sont les représentations graphiques @)
respectives des fonctions f: x> x2—e™ et g: x> x2 :[ 4 4
Calculer I’aire du domaine D colorié. ’
2 2 R J /
; = F Fedl e =|_et| =p2_ a2 ; 4 ;
Ona.sa(D)_Lz[t (2 -e9]dt=[-et| =e?-e2 i /-
-2 O/ ¢

2
s Calculer l’aire du domaine D délimité par les courbes d’équations y = x, y = —1_— ety=%

=
Le domaine D peut étre partagé en deux domaines D, et D,.
1
: | (t-Bya=[E - L] -1,
Ona: .szfl(Dl]—L(t ) de=| |

2 241y 247
b3
wl @ _ Pl P Patun 2
sﬁl(Dz]—L(t ~)de=[ln ¢ 2l =n2-%-
Donc : sﬁ(D):ln2+%.
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mmmmazs Caleuls de volumes

Dans cetfe étude, I'espace est muni du repére orthonormé (O, I, J, K] ; I'unité de volume est le volume du
cube de dimensions OI, OJ et OK.

Nous admettons la propriété suivante.

Seit X un solide limité par les plans d’équations z=a,z=b (a <5}
et S la fonction qui a tout élément z de [a ; b] associe I'aire de Ia
section du solide S par le plan de cote z.

Si la fonction z +> S(z) est continue sur [a ; b], alors le volume de =

b
(en unités de volume) est : I S(z) dz.
a

Exemples

* Volume du céne et de la pyramide
Soit h la hauteur (h # 0) et B 1’aire de la base d'un céne.
Choisissons comme origine du repére le sommet O de ce cone
et pour axe (OK) la perpendiculaire au plan (%) de la base.

La section du cone par le plan de cote z (0 < z < h) est 'image
de la base par I’homothétie de centre O et de rapport =

h
Son aire est : S(z) = & x (—E) .

Le volume du c6ne est donc :

2 ??323 B xh
°VJ 2 dz = 3]0 -

La démonstration et la formule sont identiques pour une pyramide ; on retrouve ainsi deux résultats
admis au collége.

¢ Volume de la boule de rayon R
Choisissons comiue origine du repére le centre de la boule.

La section de la boule par le plan de cote z (- R <2 <R) est un
disque de rayon VR? — 22,
L’aire de ce disque est : S(z) == (RZ — 24,

Le volume de la boule est donc :

V= J'_in (R%-2%) dz = [n (]RZ zZ— %)]i: %n R3,

On retrouve encore un résultat admis au collége et démontré
par Archimeéde (287-212 av. J.-C.).

310 Intégration



_3.2. Fonctions définies par une mtegrale
. Fonctions x +— J fle) de

Soit F la fonction de ]0 ; + [ vers R définie par F(x) = J dt et (6;) sa courbe représentative.
1. Déterminer I’ensemble de définition D, de E

2. Etudier les variations de F sur D;.

3. Etudier le signe de la fonction f deﬁme par:flg=F(] -

- En déduire hmD F(x) et lim Fx.
X = r— <=

4, Etudier les branches infinies de (%) et tracer cetie courbe.

1. La fonction x — % est continue sur J0; + ={:donc D =10 ; + =[.

2. la fonction F est dérivable sur Dy et sa dérivée est la fonction F - x —}i, qui est une fonction positive
sur D ; dong, F est une fonction croissante.

3.0na:vxelo; -l-oo[/[x]_J B, dé — J dt_J- e_ldt

t
La fonction t — & 7 =1 ast positive sur |0 ; + oo ; donc, fest négative sur ]0 ; 1[ et positive sur ]1 ; + e|.

eOna:Vxelo;1,Fx)<lox et lim Inx=—s;
x—0

>

x |0 1 ToEe
donc : E:Hélo F(x) = — co. F'(x) +

: 7+ oo, > li 1 = 4 oo} + oo
*Ona:Vxell;+«,Fx)2Inx et im Inx=+ P >

donc : 11111 F(x) = + oo,

-3 + 00

On en déduit le tableau de variation de F.

4.0na: }tir_n>0 F(x) = — o ; donc (OJ) est asymptote a (4p).

Soit x un élément de ]I ; + o[,
Ona:Vite [1;x], e—tze—"donc:F(xlzlx[ et dt.
1
F(x]>e”—e
x*
. e — - _@_x__ —pl=-0)] = 4 o @)
Or: lim € =lim [xtl e )]_+ .

X +e X2 X—>+ oo

(6p)

On en déduit que :

On en déduit que (€;) a en + o une branche parabolique de
direction celle de ( O])

Blx)
Fonctions x —> N ﬂt) dt

ol

%/ Soit G la fonction définie par G(x) = et (6;) sa courbe représentative.

[_

1. Démontrer que la fonction G est 1mpa1re

2. Démontrer que : V x € ]0 ; + o, = G(x) <
o J1 + 1624 1+
En déduire 111_1)1+ Glx).
x o .

3. Justifier que G est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

4. a) Dresser le tableau de variation de G.

b) Calculer une valeur approchee de G (Jz_) en utlhsant la méthode des rectangles.
{On partagera I'intervalle [ =1 Jﬂ en 10 intervalles de méme amplitude.)

¢) Tracer (€.).
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1

J1 +x*
Soit x un élément de R. En effectuant le changement de variable u = — ¢, on obtient :
e * _du
G{--l’) = J- = .—_-__'-'—-=,—=—G{I].
-« [1+¢% Jx [1+ut

Donc la fonction G est impaire.

1. La fonction f: x — est continue sur R ; donc : D; = R.

5 :
2.0na:Vxe]o;+«[f (x)=-2x%(1+x% 2, Iz fonction fest donc décroissante sur ]0 ; + <.
Soit x un élément de ]0 ; + =[. En appliquant I'inégalité de lz moyenne a fsur [x ; 2x], on obtient :

xf[Zx]SJ‘zx de <x flx);

e 1+ 4
donc:Vxe ]0;+ oo, —2— <Gx) s —X— .
J1 + 16x* At +x‘*
Or: lim X __ =0 et lim x =0;donc: lim Gx)=

x—>+mm x>t [1 0 16t X+

3. Soit F une primitive de fsur R. Ona: V x € R, G(x) = F(2x) — F(x).
G est la différence de deux fonctions dérivables sur R, elle est donc dérivable sur R.

Ona:Vxe R, Gx) = Zf[Zx) —f[x] = Jl _2_15;74 _ 11x4 = \'f'jl'l‘ 4.:46;4\/}'; 124.}64
+ ¥ + +

) 3(1 — 4x%)
141658 1+t (4 + axt 4 1+ 1654
31 +20-{2x00+/2x)

1 +_16x4 1+ (V4 + 4xt + /1 + 16x%)

4. a) G est une fonction impaire, on peut restreindre son

étude 3 ]0 ; + o[. On obtient le tableau de variation ci- * o 2 e
confre. G'(x) + 0 _
b) La fonction fest dérivable sur R et a pour dérivée la Tz
fonction f* 1 x— —2x° (1 +x%)72. G (x) / G(T)\ :
[2 {2 0 0
L'amplitude de l'intervalle 2 |est
[ 2 F] 2" l ]
On en déduit que 9 ™N(6)
: N\
fgroe- 3 Az 1) z
Avec une calculatrice, on obtient : G(‘%) = 0,47, o Q i
' Q

3.3. Travaux dirigés

. Longueur d'un arc

Le repére (O, I, J} est orthonormé.
On admet que la distance d parcourue par un mobile sur sa trajectoire entre deux mstants t,ett, [t <t,)

estd = _[ V(t) dt, ot V(t) désigne le module du vecteur vitesse a Pinstant ¢,
4 ‘

Un mobile M se déplace dans le plan. A tout instant % (¢ > 0) les coordonnées (x(¢) ; y(t)) de M sont :
x(t) = £ et y(t) = t;(l = %)
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1°) Déterminer une équation de la trajectoire (€) de M ; tracer (4).

2°) A tout instant ¢ le vecteur vitesse {f[t] a pour coordonnées (x’(¢) ; y'(£)).
a} Calculer V(7).

b) Déterminer la distance parcourue par M entre les instants 0 et 3.
Représenter graphiquement la partie de (€) correspondante.

c) Déterminer la distance parcourue par M entre les points d'abscisses 0 et 3.

Solution :
1°)Ona:t=\rx_et xe [0;+ oo}

donc:y= \-{;(1 - %) (x e [0; + o).

(@) est donc la courbe représentative de la fonction fzx— ;( 1- %}

Cette fonction est dérivable sur ]0 ; + «[ et a pour d&rives la fonction /™ 1 x—
On en déduit le tableau de variation et la trajectoire [£€).

* lo 1 + o0
r@[l + o =
2
T |
flx) TR
0 / — oo

2°)a)Ona:x'(t)=2t et y(t)=1-1¢%
Donc : V(t) = { x'%(¢) + y%(t) = 1 + &%, \
3
b) La distance parcourue par M entre les instants 0 et 3 est : L (1+t)dt= [t + %]2 =12,

L'arc de (‘6) correspondant est colorié sur la figure.

¢} L'arc de (%) compris entre les points d’abscisses 0 et 3 a pour longueur la distance parcourue par M
entre les instants 0 et { 3.

. ‘fs ta ﬁ
C’est-a-dire : g (1+#)di= [t + ~§] =2 E
0

zzz Détermination de centres d’inertie

* Le centre d’inertie GGG) d’un systéme de n points matériels Ak(';k) de masses respectives m,, est le
G 2

barycentre des points A, affectés des coefficients my.
n n

kzl My X kZ My Yi
Ona: xg= ——— et y6=+—
2™ 2. ™

-* On admet que le centre d’inertie G d’une plaque homogéne, délimitée par une courbe (), (Ol) et les

droites d’équations x = a et x = b, a pour coordonnées :

be flx) dxe lr £2(x) dx
[roa [

1°) Déterminer les coordonnées du centre d’inertie du quart de disque, ensemble des points M(x) tels
que:x® +y?<R% 0<x et 0<y (0<R) Y

2°) Déterminer les coordonnées du centre d’inertie de la plaque homogeéne délimitée par la courbe
d’équation y = In x, (OI) et les droites d’équations x=1 et x=e.
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Solution

1°) La droite d’équation y = x est axe de s J_ymeme de la plaque ; donc : x; = y.

Le quart de cercle a pour équation : y =

R
LJ (R? - x?) dx
2 Jo

x> (0<x<R).

Donc : y, = =
J. VRZ —x2 dx
0
R
1 2_ _1[pz,_X*JR_ R®
.ZL I Jr"z)dx‘z[R"‘ 3]0“ B
R
. .[o JRz—xzdx=~ER2 (aire du quart de disque].
- ¥
Donc:xG=yG=%%.
=] - e N _
J'xlnxdx %l = rdx
2°JOna:xG=—1e—— ety -'_; .
I In x dx ' In xdr

En utilisant la méthode d’iniégration par partie

J Inxde=1, J- .r]_uxd.t=ei_j*—1 et %J In?

1 Al = 1

Donc:x, = 82:1 et yc_zezz.
EXGI’CICeS

3.0 Calculer I'aire, en unités d’aire, de chacun des
domaines coloriés suivants.

a)l b}

e e

3.b Lunit graphique est égale & 2 cm sur chaque
axe du repere.

Dans chacun des cas suivants, tracer les courbes
représentatives des fonctions fet g puis calculer
l'aire, en cm?, du domaine compris entre ces

deux courbes.
aflx)=—x?+4x et

b) i) =% ot

=(x—4) ;

2 {x.

glx)
glx) =

3¢

n étant un entier naturel non nul, comparer

1 1
géométriquement I x*dx et L”dex.
0

Retrouver le résultat par le caleul.
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3d

aif

L'espace est muni du repére orthonormé (O, I, J, K).
Représenter en perspective les solides suivants
puis calculer leurs volumes.

X ryterg E+y+zt<
a ){ b) {

z<‘/E zéﬁ

=5 =

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'en-
semble de définition de la fonction F et préciser
sa fonction dérivée ; en déduire le sens de varia-
tion et le signe de .

a) Flx) = Lx 1J+? Zdt b)Fl) = f [tetde

¢) Flx) =L ﬂ—a dt

d)Flx) = r et dt.

Soit fet g les fonctions définies par :

ﬂx):ﬁ et gl Iﬂt]dt
+ X

1. En notant F une primitive de fsur R, expri-
mer g(x) puis ¢’(x) en fonction de x.,

2. En déduire le sens de variation et le signe de
la fonction g.




Le plan est muni du repére orthogondi‘ (O, L, ]).

Intégrale d’une fonction
continue

1 Calculer les intégrales suivantes.

2 3
a)J. 2t dt b) F-t‘* de
-1 1
-2 9
o La a)[ Isas
Jaa b i}
o n
e} | sin2tdt ﬂj.?(z—Ssinx]dx
g
"TC
g USin(x+ZTE)d‘x h) g . (3 cos x —sin x) dx.
2 4

2 Dans chacun des cas suivants, exprimer a l'aide
d’une intégrale la primitive de la fonction fqui s’annule
enl; préciser I'ensemble de définition de cette primitive.

_ 1
G fx) = 1+ 2 bfel= o3
cJf)=x{2-x d) fld) =In (1 +x).

3 Lunité graphique est égale a 2 cm sur chague
axe du repére.
1. Tracer la courbe représentative de la fonction x — x — x°,

2, Calculer l'aire, en cm?, de I'ensemble des points M( )
telsque0<x<1 et 0<y<x-x°

& L'unité graphique est égale & 2 cm sur (O) et a 3
cm sur (O]). Représenter les domaines suivants puis cal-
culer leur aire en cm?,

r T T
e YRR T < <
) > “x_z 1_x_22'
[ 0y<3+2cosx Joﬁys-—z

5 Calculer les intégrales suivantes

ra
al| lx-3|dx b} |1 x| dx

J1

2

cJ| I1-x2? dc
2

o’

d) Llie“— 1] d.

6 - Sans les calculer, ranger par ordre croissant les
intégrales suivantes.

1 sinx 1 : 3 ;
J esmxdx J e dI,J- Ixz esmxdxetL Eesuu: dx
0, 1

0,1

7 1. Démontrer que :

Vxe[ﬁ;n] sin x < sinx < sin x
1+72 ~ 1+ 2 +{;2

Exercices’

2. En déduire un encadrement de

8 Soit a et b (a <b) deux nombres réels de I'inter-
valle[0; Z{. .

1. Démontrer que :
‘-:—‘.rs[a;b], N -

cos>2a” cos®x” cos’h
2. En déduire que : i
b a b-a '
< tanb-tana < s
ot a cos® b

9 Calculerla valeur moyenne-de la fonction x> |x]
sur I'intervalle [- 2 ; 2], en utilisant :
a) la formule ;
b) I'interprétation graphique de la valeur moyenne.

10 On appelle valeur moyenne d’une fonction pério-
dique continue sur R, la valeur moyenne de cette fonction
sur un intervalle dont 'amplitude est une période.
Déterminer la valeur moyenne des fonctions x : — cos x,
x:—>sinx etx:— cos?.x,

Techniques de calcul
intégral

11 Calculer les intégrales suivantes.

1 1
a) | —* _qx b) X dx
70 (x? + 1)? 29— x?
0 "2
a2 et
) J L d).ao e*+3
(o 1
e} | *, tan® x dx f)'l.‘*[tanx+tan3x)dx
Y= 1]
(& rn
g) |, sin* x cos x dx . h) 03 sin x sin 2x dx.
o= E -
12 Calculer les intégrales sujvantes.
1
al| e (e¥—1)dx b) '5‘“ tan x dx
e J-%
ri
o (2x+1 yox+1de  d) Z%G%dx
- 3
“lnx ) r
¢) Aoox dx 1 xIn x
.-\-33
1 % 1+tan’x tanz.x
g).. x[lnx]zdx h)J T tanx

e

13 Soit fla fonction définiesur I'intervalle ]— % %[
1
par: flx) = e
1. Exprimer a 1’aide d'une intégrale la primitive de la
fonction fqui s’annule en 0.
2. Déterminer cette primitive.
(On pourra remarquer que :

Vi ]_%;%[’1-:1‘111;

» 1+sinx
(1 -sinx)(1+sinx}’
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[ntégration par parties

14 A V’aide d’une intégration par parties, calculer
les intégrales suivantes.

s
a) Lz (2x +1) cos x dx Irdr

bjj:[x—ﬂ sin

2 3
c)J (2x + 1)e** dx d}J (2 i)lmxé&c
) 2

15 A l’aide d'une intégration par pertiss. cziculer
les intégrales suivantes.
e
a) I x2 In x dx

b)f._? Iz xdx

2 d}l x.x+idr
o cos?.x »

¢)

96 Dans chacun des cas suivants, 3 'aide d'une
intégration par parties déterminer une primitive de la
fonction fsur K.

a)flx)=(x+1)cosx, K=E

b}f[x]=h|1—_’t, K=10;+e
Jx

c]flx) =(Bx+2)e®, K=R

df@=lnEFL,  K=l1;+ol

17 A T'aide de deux intégrations par parties, calcu-
ler les intégrales suivantes.

a “-’:.Jt:2 cos x dx b) L% x?sin 2x dx

c) Hrlxzexdx d}f: (3x*—x +1) e’ dx
e) :1.7:2 e3* dx f le[l +x)e~dx

g :: cosxe* dx h} ﬁ; cos 3x &% du.

(Changement de variable affine

18 A l'aide d’un changement de variable affine,
calculer les intégrales suivantes.

1 : -8
a]Jxe+1dx' b)J.stl-xd.x:
4] \ _
Y2 foraa JZ x2
CJL x%2x + 1 dx d} s Gr—dF
19 Soit a et b deux nombres réels strictement posi-

tifs.
1. Démontrer, & 'aide d’un changement de variable affine,

iR Idt I de

2. Quelle prupnété de la fonction logarithme népérien
retrouve-t-on ?

20 Sans faire de calcul, donner les valeurs des
intégrales suivantes.
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2r2 sin x dx

a)ﬁ[f-tanx)d.r b)

cl E fcosx=sinx)dx d) J_lln(g :‘D dx.

21 1. Canles L sin x dx.

2. En déduire 1= waleur des intégrales suivantes.

a)_[ sinxdr =t
—-=

Isin d dx

-—X

b}_[“sin:dx e L":g'g.r{ de
0 =1

3=
c}J sinxdr et J Isin x| dx
1]

d) |5 Ism x| dx.

Intégration de fonctions
“particulieres

22 Calculer les intégrales suivantes.
|9 a
aj J? (cos3x—3cosxsinx)dx b} | , sin*xdx
5

i
c) | cos5 xdx d) L“ cos? x cos 2x dx.

23 On considre les deux intégrales :
n I
A= L“ sin?x cos®xdx et B= J; cos? x sint x dx.

1. Calculer A + Bet A —B.
2. En déduire les valeurs de A et B.

2X+5
(x+ 1)
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

Vxe R\[-1}, )"[x]—? T

2. En déduire la valeur de'[ 2X+5 gy,
(x +1)?

28 On considére la fonction £: x —

-1
x(x2 +1)
1. Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que :

* a bI+C
VxeR ﬂx]- x2+1

25 on considsre la fonction £ x —

3 x2-q

2. En déduire la valeur d
n déduire la valeur de L RE D)

B4+ 450 +2

x+1
1. Déterminer quatre nombres réels a, b, ¢ et d tels que :

Vxe R\[-1},flx)=a® + bx +c +

26 On considere la fonction £ x>

x+1'

a
2. En déduire la valeur de J X +3c+8c+2 dx,
0 x+1



Calcul approché d’une
intégrale

=

27 En utilisant la méhads des m=iemgies
miner une valeur approchés de -

1
Jl+ﬁdr

(On partaaeru Iingervalle [—— = _] en 15 infervo
méme amplifude.)

Iiu

28 Soit A = [:?—_r—dx

1. En utilisant la méthode des rectangles et en partageant
l'intervalle [g ; i}] en 10 intervalles de méme amplitude,
déterminer un encadrement de A.

2. Déterminer le nombre d’intervalles nécessaire pour
obtenir, par cette méthode, un encadrement d’amplitude
inférieure 4 2 x 1072,

1
leJhkMHI dx . e

o 1+x
2, a) En partageant 'intervalle [0 ; 1] en n intervalles de
méme amplitude, déterminer par la méthode des rec-
tangles une valeur approchée en fonction de n de cette

intégrale.
Z
=1

—_ =Ina.

bj En déduire que : hm P

no e

Calculs d'aires et de volumes

30 Lunité graphique est égale a 1 cm sur chaque
axe du repére.
Le pétale de la fleur ci-
contre, correspondant a
x20ety>0, est limité par
les courbes représenta-
tives d’une fonction poly-
néme du second degré de
[0; 2] dans [0 ; 2] et de sa
fonction réciproque.
Calculer l'aire, en cm?, de
la fleur.

9+

310n c0n51dere les fonctlons :

I xr—+~—x“——x2+—x et g:xw%xz.

1. Résoudre dans R I'inéquation : f{x) < g(x).

2. Représenter graphiquement les fonctions fet g sur le
méme graphique.

3. Calculer I’aire, en unités d’aire, du domaine constitué
des points dont les coordonnées vérifient : f(x) <y < g{x).

32 Soit fla fonction définie par :
{f(x} =xIn|x|,six=0

o) =
1. o) Etudier la continuité et la dérivabilité de fsur son
-ensemble de définition.
b) Etudier fet tracer sa courbe représentative (@).
2. aJ Calculer I'aire, en unités d’aire, du domaine délimité

par (%), (OI) et les droites d’équations x = a et x = 1
0<a<1).

b] Quelle est la limite de cette aire lorsque a tend vers 0 ?
3. En déduire I'aire, en unités d’aire, du domaine délimité
par (€), (OI) et les droites d’équations x = — 1 et x = 1.

33 Le repére (O, T, J) est orthonorrné
Iz fonction f: x > x + 2+ —&~

__h__;_?_ T+ e"'

=/ D&montrer que fest une fonction impaire.

5 =ies [t tracer (4).

2. =/ Dét=rminer les primitives de £,

[O= pomrs remarquer que ' ——_ = 1 - ,
e Tguer q * e d

" et (6) sa courbe repré-

:‘il%:ﬁi“:—sci’équaﬁans y=x—-1,x=0e¢tx=a
fa>0GL
¢] Quelle o= = limT= &= cetie aire lorsque a tend vers + oo ?

38 Poir tout extier naturel non nul n et tout
nombre réel a supérisur on 22l 2 1. on désigne par D, (a)
i<x=a

I'ensemble des points M (;) tels que : { i oL
xl’l

1. Calculer ’aire, en unités d'aire, de D . (a).

Déterminer la limite de cette aire Iorsque a tend vers + oo,

2. Calculer Vaire, en unités d’aire, de D, (a), pour rn > 1.

Démontrer que cette aire a une limite finie lorsque @ tend

VEILS + oo,

35 1. repére (O, I, J) est
orthonormsé. J
(6,) et (€,) sont les courbes
représentatives sur I'intervalle Dy
[0; 1] des fonctions : / D"E'_ (‘61)

x—x? et xHE. fe Sy Dy

(‘82)

1. Vérifier que les domaines © I
D,, D, et D, ont la méme aire.

2. En tou.mant autour de (OI), les domaines D, w D
(colorié) et D, engendrent deux solides S, et B,

a) Comparer les volumes de S, et S,.

b} Pouvait-on prévoir un tel resultat 7

2

36 1. Démontrer que :
Vte[0;1], 0 € 1— t+t2—t3+t4—1 tstﬁ.

2. En déduire que : Vx e [0; 1], ¥
2 82 B xS X8
OSI~E+§—'—'4—+,§‘—IH[1+X:J£—6—.

3. Déduire de I'inégalité précédente un nombre rationnel
qui est une valeur approchée de In(1,1) & 2 x 1077 prds
pAar exces.

37 1. Démontrer que, pour tous entiers naturels p

etq,ona: JxP(l x]‘fdx—J-x‘?{l x)P dx.

2. Calculer I'intégrale : J x2 (1 - x)" du.
0

38 Soit F et G les fonctions définies par:
Fx) = ]n(tan %) et G(x) = In(x + /1 + ),
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1. Préciser les ensembles de dérivabilité de F et de G,
puis d&ierminer leurs fonctions dérivées.
Exn déduire le calcul des intégrales :

X
5 1 gt et I de_
Fsint -1 /1 + (2

39 Soit la fonction f: x - (2 — x)e* et (4) sa cour-
be représentative.
1. Etudier la fonction fet tracer ().
2. Soit P la plaque homogene délimitée par (6), (OI) et les
droites d’équations x =—1etx = 2.
Déterminer les coordonnées du centre d’inertie G de P.

10 I

nl};

40 Déterminer la position du centre d’inertie d'un
demi-disque homogene de rayon R.

&1 On désigne par (%) la courbe représentative de
la fonction x — x In x.
1. Déterminer les coordonnées du centre d'inertie d’une
plaque homogene délimitée par (), (Ol) et les droites
d’équationsx=aetx=10<a<1).
2. Déterminer la position limite de ce centre d’inertie,
lorsque @ tend vers 0.

A2 La trajectoire (6) d’un point mobile M du plan
est définie par :

x(t) =cos ¢t +cos? ¢ et y(t) =sint+ sin22t t < R).
Calculer la distance parcourue par M entre les instants 0
et ..._

2

A3 La courbe () ci-dessous représente la trajectoire
entre les instants 0 et 10 d’un mobile M dont le mouve-
ment est tel qu'a tout instant t le vecteur accélération

—_— "
I'(¢) a pour coordonnées : (cos t~tsin £ ; sin ¢ + ¢ cos &),

>
; <t
\\
\
// \\
P JI 1 )
J1 1
Ol 111 |
/
/
\C 7
‘\‘x ]
A linstant t = f’ le mobile est en M(z) et son vecteur

vitesse a pour coordonnées ( 5) 2
-
1. a) Détermillt?:' le vecteur vitesse V(t).
b) Calculer || V(2)]| et en déduire la longueur de (6).
2. Déterminer une équation paramétrique de la courbe ().
84 1. Soit x un 6lément de [0 ; + o[,
Démontrer que : J: costdi<x.

En déduire que: Vx e [0; + [, sin x < x.
2, Par un procédé analogue, démontrer les inégalités sui-
vantes :
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a)vxel0:+=l. cosx21-=
bjVxe|0;+<|, sinxzx- 't—;-

;o =
c)Vxe[0;+<], cosx<g1- = +o7
d)Vxe[0;+0f, sinx<x- T

: Sl .
e)Vxe [0+, cosxz1 7 52~ 530"

3. Déduire de c) et e) que

I 2 x4

v < < L i

xE[R']. 2! 720_cosx 1- +2I
4. Démontrer que 33 i est une valeur approchée par exces

de cos = az 5% 1075 pres.

45 Le repere (O, I, J) est orthonormé.
1. En considérant I'aire du disque de centre O et de rayon

1
1, justifier que : L V1 —x? dx:,%.

2. @) Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.
Déterminer 'aire, en unités d’aire, du domaine délimité

par lellipse d’équation réduite : (ﬁ)z + (%)Z =1

b) Sur la figure ci-dessous, on a représenté les fonctions :

lxr—) {1 - (—3%, xe[-2;1]
= 1~ (x-1)?, xe[1;2]
X — 1-(%)2, xe[-2;2]

Comparer l’aire du domaine colorié avec celle du domaine

délimité par ellipse d'équation réduite : (£)° + y?= 1.

3. Sur la figure ci-aprés on a représenté les fonctions :

x— J1—(x+1)? xe[-2;-1]
x> 2—J1-(x+1)? xel[-1;0]

xn—>1+cos(%x)+ [1—(x=1)3 xe[0;2]

X — 1_(%)2, xe[-2;2].

LA\
L4

i B

Déterminer I’aire, en unités d’aire, du domaine colorié.



1
86 Calcul de j v e
1]

Le repére (O, 1, J) est orthonormsé,
Soit la fonction f: x — 1 —x + ¥x2 + 3 et (€) sa courhe
représentative.
1. a) Etudier [ et tracer (6).
b) En déduire que fadmet une fonction réciproque. dont
on précisera I'ensemble de définition D.
2. aj Tracer, sur le méme graphique que (€), Iz couzhe
représentative de £,

3-(x-1F

5 ’ vy - PO A
b) Démontrer que : ¥ x € D, f~1{x) 2 —1)

o 1+/3
3. a) Calculer : _[ fx) dx.
2

1 < 1.
b) En déduire | f(x) dx, puis _[ 2+ 3dx
(1] 1}

&7 soit (1), _ ,, Ia suite définie par :
T
In — I4 dx

0 cog?™lxy’
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

T 1 acosx bcosx
0;—] = - - 3
Vxe[ 4F cosx 1—sinx 1+sinx

En déduire la valeur de I,
2. Démontrer, & I’aide d’une intégration par parties, que :
Vne N* 2nl, =@rn—-1)I_ +J3_1.

2

(On pourra écrire I, sous la forme :

'y 1 i
= dx.
m Jo cos?x costx )

B8 Soit {1 15 C—"
¥ s J"% sin® x TN
n )y cosx

1. Calculer I, et I,. (Pour I, on pourra procéder comme
dans exercice précédent.)

I
2. Calculer V'intégrale Jg sin™ x cos x dx.
aQ

3. En déduire l'expression de I,
puis la valeur de L, L, etL.

Ia suite définie par :

— L, en fonction de n,

B9 soit (1), 12 suite définie par : '

I = % cos*x
a % sin? x

1. Calculer I, I, et L. (Pour I, on pourra utiliser le chan-
gement de variable : ¢ = %-x.)

2. Démontrer que la suite (I) est positive et décroissante.
Est-elle convergente ? _
3 a) Démontrer que pour tout x élément de l'intervalle

3 2] et tout entier naturel n nonnul, ona:
0<cos X <2("?)ﬂ.
sin® x 2
b) En déduire la limite de la suite (I ).

30 Soit (1), .
I—J nfq - .tdx

1. A T’aide d'une intégration par parties, trouver une rela-
tion de récurrence entre I, et I,

2. Calculer I,
3. En déduire I .

n 12 suite définie par :

51 Un encadrement de ©

Soit (I,), .  la suite définie par: [, = r sin™x dx.
1. Calculer T, et . ’

2. Sans calculer I,l démontrer que la suite (I,,) est décrois-
sante.
3. A l'aide d'ume intégration par parties, démontrer que :
n+1
VneN,I .= n+21“
4. a) Calculer I, I et I,,.
bl En déd 217 216
sdui : << .
J GO Qe e 7% 11~ " 3x5x 72

52 soit (1),  n 12 suite définie par : 2

%
[’ tan™ x dx.

1. Démontrer que la suite (I,) est positive et décroissante.
2. a] Pour tout entier naturel r, déterminer la dérivée de
12 fonction x — tan™! x

5] En déduire que :

1 ;
Yne N*’In+1n+2_n+1 1);

(] I 1 1
*VReN. mvishEges

. E_“_'l I =0
C)'Onpose ne N*, fln)=1,, ,-L.
Utiliser (1) pour démonirer que :

* _ 1 1
VsiNe flnl = n+3 n+1
3. @) Calculer L,

b) Démontrer que : V n e N*,

ull-'l

el

ol

f2) + f16) + fA0) + ... + flan—2) =1, ,— L.

¢) En déduire que :

: 1,1 1 1 1 \_x

lm (-F+3-F+-mit@mel

4. g) Calculer 1.

b} Démontrer que : ¥ n e N*,

S +f8)+f9) + ... + flAn-3) =1, ., — L.

¢) En déduire que :

. 1,1 1 1

im, (1-Z+3-T*~+mei- ) =2
53 Soit la fonction F : x1—>J ot dt.

1. Justifier que I’ ensemble de déflmtlon de la fonction F
est 10 ; + o[,

2. Utiliser les propriétés de comparaison des intégrales
pour étudier le signe de la fonction F.

3. a) Etudier la dérivabilité de F sur son ensemble de
définition puis déterminer sa fonction dérivée.

b} En déduire le sens de variation de F et retrouver ainsi
son signe.

58 on rappelle que: Vax e 10; + [, lnx<x—1.
A — Soit f la fonction définie par :

{f[x) =rf1
flo)=0

et (€) sa courbe représentative.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition.

2. Etudier f et tracer (4). (On construira la demi-tangen-
te en O et la tangente au point d’abscisse 1.}

,8ix>0
nx
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F

B - On se propose d’étudier la fonction F définie par :
Flx) = L ft) de.

1. a] Justifier que F est définie et dérivable sur [0 ; + =[.
b) Etudier le sens de variation de F.

2. Déterminer le signe de I.

Donner une interprétation graphique de ce résultat.

3. a)Démontrer que : Vit e [0; 1], flt) St.

b) En déduire que :

eYxel0;1], xzz—l <Fx)<0;
---12-51?(0)50.

(On ne demande pas la valeur exacte de F(0).)

4, a} Démontrer que : V £ € [1; + [, 1 < f(£).
b) En déduire que :

eVxe[l;4e,x-1<F(x);
*lim, )=

5. a) Démontrer que :

Viell ;+m[,1+£’t—tsf(e)51 +1nt.

b) En déduire que :

Vxell ;+w[,x+1—n-2L'§]-2-1 <Fx)<xlnx

¢} Déterminer une valeur approchée a 1072 prés de F(2),
F(3), F(4) et F(5).

(On prendra la moyenne arithmétique des valeurs qui
encadrent chacun de ces nombres.)

55 Irrationalité de e
1. a) Démontrer que :

Vxe[0;1],1+xsef<1+x%+x.
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" (On pourra étudier les variations de la fonction

fixv— e*=1-2x et on admettra que e < 3.)

b) Déduire de la question précédente que :

Vxe(0;1], 1+x+'£;— e <1 +x+‘%2-+1"'2—2.

¢J A I'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer
gue pour tout entier naturel nonnuln,on a:

vreo:1), > & <ev<( ) £, 2
k=0

k!~ k=0m n!

2. On comsidére les suites (u,),_x- et (v,),cn» de termes

hl Fn dodas -
5J £n gdednme gue

"c”.e—i'Su <e et e<p Se+-L.

b n!~n n n!

m

c) Démontrer que les suites (u,) et (v,) convergent toutes
deux vers e,

d) Démontrer que les suites («,) et (v,) sont monotones.

3. L'objectif de cette partie est de démontrer que le
nombre e est irrationnel.

Soit ¢ un nombre entier naturel non nul,
Onpose:p=qe.

a) Démontrer que : q ! uqs_p(q—l] I<qg! u, + 1.
b) Démontrer que : q ! u, & N.
¢) Démontrer que p n'est pas un nombre entier.

d) Conclure, -
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differentielles

Introduction

Ce chapifre fraie des équations différentielles du premier ordre
et du deuxiéme ordre & coefficients constants, sans second
membre. ll permet de démontrer certains résultats de physique que
Féleve a appris & utiliser. Son champ d'application s’étend égale-
ment & la géoméfrie, la démographie, la chimie et la biologie.
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_..1.1. Notion d’équation différentielle

* Soit les fonctions f: x — e** et g :x+> sinbux.

— Calculer la dérivée f” de f et démontrer que, pour tout nombre réel x, on a
fx) - 4f(x) = 0.

— Calculer la dérivée seconde g” de g et démontrer que, pour tout nombre réel x, on a :
g7(x) + 25g(x) = 0.

La fonction fest dérivable sur R. Elle est liée & sa dérivée f* par la relation : f”—4f=0.
On dit que f est solution de ’équation différentielle : y’— 4y = 0.
De méme la fonction g est solution de ’équation différentielle : y” + 25y = 0.

* Oscillateur mécanique libre
Sur la figure ci-contre, le solide S de centre d’inertie
G est soumis & trois forces :

— son poids I:'), (A)

—>
— la réaction R de la tige sur laquelle il coulisse,

— la tension T’du ressort. :
. ; - = = - . . — &
D’aprés le théoréme du centre d’inertieona: P+ R+ T = my(t), olt m désigne la masse de S et () son .
vecteur accélération a I'instant ¢. ;
— —> =» = fips
Or: P+ R=0;donc: T =myt). . .
Désignons par x(t) la position de G dans le repére (O, I) a I'instant ¢t ; on a : Y(¢) = x"()OL

La tension du ressort a I’instant ¢ est donnée par la formule ?: - kx(tlai, ol k est la constante de rai-
deur du ressort. On a : — kx(t) = mx”(t). :

On en déduit que le mouvement de I'oscillateur est solution de I’équation différentielle : x” + Ticix =0,

Vocabulaire et notation

* Une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées successives est appelée équation différentielle.

bE

La fonction inconnue est souvent notée y et ses dérivées successives y’, y”, y’”, ...

¢ Une équation différentielle est dite d’ordre n lorsque le plus grand ordre des dérivées intervenant dans
cette équation est n.
Ainsi, 2y” —~y’—y =0 est une équation différentielle d’ordre 2.

* Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle ouvert K est appelée solution sur
K de cette équation différentielle.
Ainsi, la fonction x +> e* est une solution sur R de I’équation différentielle : 2y" -y’ —y=0.

* Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle sur un intervalle ouvert K c¢’est déterminer l’en-
semble des solutions sur K de cette équation différentielle.

* La courbe représentative d'une solution d’une équation différentielle est appelée courbe intégrale de
cette équation différentielle.

....1.2. Equations de types y’ = flx) et y” = g(x)

smmmsss  Equations du type y’ = f(x)

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E):y =-622

Une primitive sur R de la fonction x +~ — 6x2 est la fonction : x ~ — 23,
Dong, les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x+ —2x3 + ¢ (c € R).
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2. Résoudre sur ]— - —;—E- [ I'équation différentielle (E,):y’ =1 + tanZr.

Déterminer la solutmn de (E,) vérifiant : y(0) = 1.

Une primitive sur J- -E- 4 -1—:» [ de la fonction x+~> 1 + tan?x est la fonction : x — tanx.
Dong, les solutions sur ]- 2 3 [ de (E,) sont les fonctions : x — tanx + ¢ (c € R).

y(0) =1 & ¢ =1 ; donc la solution sur]- = 5 ?I de (E,) vérifiant y(0) = 1 est la fonction : x — tanx + 1.

== Equations du type y” = g(x)
1. Résoudre sur R I’'équation différentielle (E,) : y~ = sinz.
Ona:(E) © y' =-cosx+c (c, ER)
& y=-sinx+cx+c,(c, ER,c, ER)
Dong, les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x=—= —sinx +cx + ¢, [c; ER, ¢, ER).

2. Résoudre sur R I'équation différentielle (E,):y™ =e 3~

Déterminer la solution de (E,) vérifiant : y(0) = :—[99- et y'(0) = —g-n .
Ona:(E) & y’=—% ¥+ ¢, (¢, ER)

= y=%e‘33'f+c::1.xc+c2 le; e Re R

Donc, les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x > — %e‘ax +cx+¢,(c, ER, c, ER).

10 1 10

y0) = g Rl Ty
Ona: 5 = 1 5

y'(0) = T —gte =7

cy=2
o 1
{ c,=1. -

Donc, la solution sur R de (E,) vérifiant y(0) = 1—0 et y'(0) = est la fonction : x — % e 4+ 2x + 1.

1l.a Résoudre sur Vintervalle K les équations diffé- l.c  Résoudre sur Pintervalle K les équations diffé-

rentielles suivantes. : rentielles suivantes.

a) xy’+1=0, K=10;+0[ . a} 1+6x*+y" =0, K=R

b} ¥*y’+x*+1=0, K=]-e; 0l b} cos2x +4y” =0, K=R

c) ey +e =0, K=R - c] 2y +e*—-e% =0, K=R

d} y'sinx—cosx =0, K=10;nl d) 2y” = 1 + tan’x, K=}—-’—£~; -’zl[

1.b  Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 1.d  Dans chacun des cas suivants, résoudre sur
Pintervalle K I’équation différentielle et déter- I'intervalle K I’équation différentielle et déter-
miner la solution vérifiant la condition initiale miner la solution vérifiant les conditions ini-
donnée, tiales données,

a) yyx=1+x, K=10;+0cf et y1)=2 a) y”=1+tan®x, K=]—%;%~{
b) ytan2x+1=0, K=10 1 et y(%] =0 et y(0) =y’ (0) =1
c) 2ye*=e"1+e"*L,K=R et yl0)=¢ b) y’=x+1)e, K=R et y0)=y'(0)=e.

d xy’—Inx=0, K=]0;+0 et yle)=-
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) Equationsidiitype y’ — ay =0

Toute équation y’— ay = 0, ot a est un nombre 1éel, est appelée équation différentielle linéaire du pre-
mier ordre, a coefficients constants, sans second membre.

L'expression « sans second membre » est un abus de langage qui signifie que le second membre est nul.

mmusema Solution générale
On se propose de résoudre sur & I’équation différentielle (E) : y’ — ay = 0 (a € R¥).

* La fonction nulle est solution de (E).
Soit y une solution de (E) ne s’annulant pas sur R.

Ona: y-ay=0 = %:a

o ZceR, Inlyl=ax+c
& 3cER, lyl=ea%™,
La fonction y est dérivable et ne s'annule pas sur R ; donc elle est de signe constant.
On en déduit que : 3 k € R*, y =ke™, ,
Ainsi, en ajoutant la fonction nulle, les fonctions x — ke® (k € R) sont solutions de (E).

» Démontrons que toute solution de (E) est de cette forme.

Soit y une solution de (E) et z la fonction : x — ylx)e~*. :

La fonction z est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction z”: x — [y'(x) — ay(x)le~ 2%,
Or:y’ —ay = 0; donc 2’ est la fonction nulle et z est une fonction constante.

Dong, il existe un nombre réel k tel que : V x € R, ylx)e~** = k.

C'est-a-dire : Vx € R, y(x) = ke,
Dong, toute solution de (E) est de la forme : x— ke® (k € R).

De cette étude, on déduit la propriété suivante.

Les solutions sur R de I’équation différentielle y’ — ay = 0 (a € R) sont les fonctions : x — ke™ (k € R).

Exemples

* Les solutions sur R de ’équation différentielle y’— y = O sont les fonctions : x > ke* (k € R).
« Les solutions sur R de ’équation différentielle y’ + 2y = 0 sont les fonctions : x — ke~ (k € R).

Solution vérifiant une condition initiale

Reprenons l'équation différentielle (E) : y"— ay = 0 (@ € R).
Soit x, et y, deux nombres réels.
On se propose de déterminer les solutions sur R de (E) vérifiant la condition initiale : ylx,) = y,.

Ona: ylx))=y, & ke™=y,
&  k=yem .
Donc la fonction x — y,e%*~*) est I'unique solution sur R de (E) vérifiant : ylxy) = y,.

On en déduit la propriété suivante.

Pour tout couple (x, ; y,) de nombres réels, I'équation différentielle y’ - ay =0 (a € R) admet une
unique solution sur R qui prend la valeur y, en x,. -
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Exemple

Les solutions sur R de I’équation différentielle y” + i y =0 sontles fonctions : x— ke~ T* (k € R).
Déterminer parnu ces solutions celle qui prend la valeur 1 en In4. |

Ona:l=ke 7™ & k=2,

Donc la fonction x — 2e- 'i"x est ’'unique solution sur E vérifiant : y(In4) = 1.

Graphiquement, cela signifie que de toutes les courbes intégrales de ’équation différentielle y’ + % y=0,
1114)'

une seule passe par le point MD( 1

i B App|ications .

— P

mmsm Evolution d’une population

La populatmn du Bénin était de 4,75 millions d’habitants en 1990 et de 5,5 millions d’habitants en 1995.
On désigne par h(¢) le nombre de millions d’habitants a I'instant ¢. On suppose que la vitesse d’ac-
croissement de la population est proportionnelle au nombre d’habitants.

Déterminer, dans ces conditions, en quelle année la population du Bénin atteindra 10 millions d’habi-
tants ? 20 millions d’habitants ?

Solution

» La vitesse d’accroissement de la population est la fonction dérivée de h.
Par hypothese, on a: h’ = ah (a € R) ; donc, h est de la forme : t — ke® (k € R).
De plus : h(1990) = 4,75 < 4,75 = k%04

h(1995) =5,5 < 5,5 = keld%e,
5,5 ke‘1995a
4,75 Ic 1990

h est la solution de I’équation différentielle y" — ay =0 (a = %
22
19°
» Déterminons I’année ol la population du Bénin atteindra 10 millions d’habitants.

t-1980 10 _
On a:10 = 4,754~ 1950) & n(-10_ - 75) alt - 1990).
On en déduit que : 25,39 = £ — 1990 ; d’out : t = 2015,39.

La population du Bénin atteindra 10 millions d’habitants en 1’an 2015.

Pour 20 millions d’habitants, on trouve : t = 2039,03.
La population du Bénin atteindra 20 millions d’habitants en ’an 2039.

1
5

On en déduit que : =e ; donc:a=-=In

— I—\IN
33 ol

) vérifiant : h(1990) = 4,75 ;

h est donc la fonction : & — 4,75t -1990) o3 g = 1 Bl (e

) .
muszsza Décharge d'un condensateur dans un circuit RC
Un cundensateur de capacité C tel que C = 200 pF se décharge a travers U
un conducteur ohmique de résistance R = 1 kQ. PO .. M
On admet qu’a tout instant t, la charge q du condensateur vérifie l’equa- M | | N
tion différentielle : ¢’ + <= IgC g = 0, ol R est exprimée en ohm (Q) et'C en o +q||-q
Farad (F).
1. Donner ’expression de g(t) sachant que la charge initiale du conden- R
sateur est q,. l:] 1
2. On considére que le condensateur est déchargé lorsque la charge est A B
égale a 1 % de la charge initiale. Ung

a) Calculer le temps mis par le condensateur pour se décharger.
b) Quelle valeur doit prendre la résistance pour que le temps de décharge soit de 10-3 seconde ?

Solution
1. Les solutions sur R de l’equatlon différentielle ¢" + == RC q = 0 sont les fonctions : ¢t — ke RC (k € R).
Or : g(0) = q, ; donc : g(t) = ge RC ;
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5
2.a)0na:q[)=-—-—q s e RCL:IO‘2

B
0 b)Onademéme:e R¢' =102 & R= ¢

& t=2RCInio0. s s 2Cln10
Or:R=10%et C =200 x 1075 ; donc : t = 0,92 s. On en déduit que : R = 1,09 Q.

[

s E xXercices

2.0 Résoudre sur R les équations différentielles 2c  1.Résoudresur R l’équation différentielle :
suivantes. _ y'+2y'=0.

a y=y' bl y’+2y=0 De!enmner la solution vérifiant :
o) y'=-+4 d) yl2-y/3=0. YO =yT10)=1.

2.b  Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 2 2d Dens e culmre de microbes q\ui’ 8 dévelop-
I’équation différentielle et déterminer Iz solm- peot. [a vitesse d‘accmlsse:!:n’ent 8 l_mstant test
tion vérifiant la condition initiale donnés. proportionnelle & la quantité de microbes a cet
a) y¥-3y=0 et y0)=1 instznt Sachant gu'il ¥ a 10° microbes au bout
b) ¥ +3y=0 et y1)=1 de 2 heures et 5 x 10° microbes au bout de 6
¢) 4’—-3y=0 et y-4)=1 heures, combien y avait-il initialement de
d) y’+yln2=0 et y(1)=-2. microbes dans cette culture ? '

Equations du type y”+ay’+by =0

Toute équation y” + ay’ + by = 0, ol a et b sont deux nombres réels, est appelée équation différentiel-
Ie linéaire du second ordre, a coefficients constants, sans second membre.

Nous démontrerons au paragraphe 3.2. que la solution d'une telle équation peut se ramener a celle d'une
équation du type: y"+Ay=0 (A ER).

—-3.1. Equations du type y” + Ay = 0

Lorsque A = 0, on a : y” = 0 ; les solutions sur R de cette équation différentielle sont les fonctions :
x~>Ax+B(AER,B ER).

Lorsque A # 0, on distingue deux cas: A< 0 et A > 0.

! = Equations du type y” -~ v?y = 0

On se propose de résoudre sur R ’équation différentielle (E,) : y” — 0%y = 0 (0 € R¥).

* Vérifier que, pour tous nombres réels A et B, la fonction x> Ae® + Be™* est solution de (E,).
Démontrons que toute solution de (E,) est de cette forme.

Soit y une solution de (E,) et z la fonction : x — y(x)e™®*.

* Démontrer que : z” + 2wz’ = 0.

* En déduire que 2’ est de la forme : x +— ke 2% (k € R).

* Déterminer z et établir que y est de la forme : x+— Ae® + Be ™ (A € R, B € R).

De cette étude, on déduit la propriété suivante.

Les solutions sur R de I’équation différentielle y” - ©’y = 0 (0 € R*) sont les fonctions :
x|—> Ae‘“"+Be“"x(A cER,BeER.

Exemple ;
Les solutions sur R de 1'équation différentielle y” — 4y = 0 sont les fonctions :
x—> Ae* +BeZx(AER,BER).

Equations du type y” + w2y =0

On se propose de résoudre sur R I'équation différentielle (E,) : y” + 0%y = 0 (0 € R*).
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* Vérifier que, pour tous nombres réels A et B, la fonction x — Acoswx + Bsinax est solution de (E,).
Démontrons que toute solution de (E,) est de cette forme.
Soit y une solution de (E ,etzla f_onctmn x — y(x) — y(0)cosmx — — y ’(0)sinax.

* Démontrer que z est solution de (E,).
* Démontrer que ©?z% + z" est une fonction constante. (On pourra dériver cette fonction.)
¢ Démontrer que : z(0) =0 et z'(0) =
* En déduire que z est la fonction nulle et établir que y est de la forme :
x —> Acosmx + Bsinwox (A € R, B € R).

De cette étude, on déduit la propriété suivante.

Les solutions sur R de l’equatlou différentielle y” + 0%y = 0 (0 € R*) sont les fonctlons :
‘ xHAcosmx+Bsmmr[AE R,B €R).
Exemple
Nous avons établi (§1 i ) que I’équation différentielle du mouvement d’un oscillateur mécanique libre
est : x” + %x 0.
Les solutions de cette équation sont les fonctions : ¢t — Acost ‘j_ + Bsini \/7 (AER,BER).

On pose : o, = T{f{ (pulsation propre de l'oscillateur).

Léquation horaire du mouvement est de la forme : x(t) = X__ cos(o,t + ¢), ot X___ est I'amplitude du
mouvement et la phase ¢ a ’origine.

-.3.2. Equations du type y” + ay’ + by =0

= ' Equation caractéristique

Considérons 1'équation différentielle: y” +ay’+by=0 (a € R, b € R).

Soit r un nombre réel et y la fonction : x— e™.

Ona: y'=ry et y"=1%.

On en déduit que : y” + ay’ + by = y(r® + ar + b).

Dong, y est solution de ’équation différentielle y” + ay’ + by = 0 si et seulement si: 2 + ar + b = 0.

On appelle équation caractéristique de I’équation différentielle y + ay +by =0 (ac€E IR b E IR]
Péquation d’mconnue r: r2 +ar+ b 0. :

Exemples

*» L’équation différentielle y — 2y’ + 5y = 0 a pour équation caractérlsthue r-2r+5=0.
* L'équation différentielle y” — 25y = 0 a pour équation caractéristique : r> — 25 = 0.

L'équation caractéristique de y’—ay = 0 (a € R) est I'équation d’inconnuer :r - a = 0.

Résolution de V'équation y” + ay’ + by = 0
Soit (E,) I'’équation différentielle : y”+ ay’+by=0 (a €R, b € R).

¢ Soit y une fonction deux fois dérivable sur R et z la fonction : x — y(x)e%x.
Ona: Vx€R,yl) = zfx)e_%x,

VxER, y'x) = 5 [z’[x] - %z[x]],
Vx€ER,yix) = o~ 2" [z”(x] —az’(x) + -C";l—zz(x]].l

Equations différentielles 327



On en déduitque:y"+ay’+by=0 & z +(—4————+b

= z”—a _44bz 0 (E,).

* Posons : A = a® — 4b ; A est le discriminant de 1'équation caractéristique de (E,).
On distingue trois cas.

1°fcas: A=0
Les solutions de (E,) sont les fonctions : x+— Ax+B (A S R.B €ER).

Dong, les solutions de (E,) sont les fonctions : x— (Ax+ S}e'%x (A € R, B € R) ; c’est-a-dire les fonc-
tions : x+~ (Ax + B)e™ (A € R, B € R), ou r est la solution double de I’équation caractéristique de (E,).

2°cas: A>0 ia_ x
Les solutions de (E,) sont les fonctions: x+> AeZ = Be 2 "AERBE %]

a A a _
Dong, les solutions de (E,) sont les fonctions x— ie{_? s + Be( 772 }" (AER,BER); cest-
a-dire les fonctions : x — ﬁe"ﬂr + Be™* (A € B, B € B), ol r, et r, sont les solutions réelles de 1'équation
caractéristique de (E,).

3cas: A<0O ZA f—_A
Les solutions de (E,) sont les fonctions : x— Acos——x + Bsin-—z—x (AER,BER).

2
Donc, les solutions de (E,) sont les fonctions : x> e~ 7 (Acos-—-—u‘zAx + Bsm-——'zx) AeER,BER); c’estc

a-dire les fonctions : x> e*(Acosfix + Bsinfx) (A € R, B € R), o1 o + if et . — iP sont les solutions com-
plexes de I’équation caractéristique de (E,).

Pour résoudre sur R une équatlon dlfférentlelle du type y & aJ + by 0 (a € R b € IR) on
peut résoudre 1’équation caractéristique r2 +ar+ b=0et utiliser le tableau suwant

A=d?—ab Solutions de I’équation Solutions de l’équation
s caractéristique différentielle
A=0 une solution double : r x> (Ax+B)e*(AER,BER)
A>0 deux solutions réelles : r, et r, x— Ae"* +Be” (AER,B €R)
A<O deux solutions complexes x — e%(Acospx + Bsinfx)
< conjuguées : o + if et a0 —if (AER,BER)
Remargue

Cette méthode permet de retrouver les solutions des équations différentielles y"-w’y = 0 et
Yy’ + 0y =0 (o € R*).
Exemp]es
* Résoudre sur R I’équation différentielle (E,) : y”— 8y’ + 16y = 0.
L’équation caractéristique r? — 8r + 16 = 0 a une solution réelle double : 4.
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x> (Ax + Ble* (A E R, B € R).
: \
* Résoudre sur R I’équation différentielle (E,) : y” + 3y’ - 10y = 0.
L’équation caractéristique r? + 3r — 10 = 0 a deux solutions réelles : — 5 et 2.
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x+—> Ae™%* + Be* (A ER, B € R).
* Résoudre sur R I'équation différentielle (E,) : y”—4y’+ 13y = 0.
L'équation caractéristique r2 — 4r + 13 = 0 a deux solutions complexes conjuguées : 2 — 3i et 2 + 3i.
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x+— e**(Acos3x + Bsin3x) (A € R, B € R).
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1 Solution vérifiant une condition initiale
On admet la propriété suivante.

Pour tout triplet (x, ; Yo'} #,) de nombres réels, l’equahun dlﬁ'erentlelle y” +ay’ + by = 0 (a € R,
b € R) admet une umque solution sur R, telle que : y(x)) =y, ety "(xg) = 2,

Exemples

* Les solutions sur R de I'équation différentielle y” + 4y + 7y = 0 sont les fonctions :
x — e~ 2(Acos/3x + Bsin,3x) (A € B, B € R).

Déterminons celle qui vérifie : y(0) = 0 et y’(0) = 1.

0 A=0 - A=0
1 a: 4
{—2A+BJ§=1 {B:%
La solution cherchée est la fonction : x — %e‘ 2%gin 3.
k3

* Déterminer la solution de I’équation différentielle x~ = X0 vérifiant les conditions initiales :
N m

x(0) = x, et x’(0) = o ['—

Les solutions de cette équation sont les fonctions : ¢ — Acost \-— + Bsint % (A€ R,BeER).

x(0) = A =x,
Ona: = o . )
x’(0) =0 B \[; =0 '

La solution cherchée est la fonction ; ¢t~ X cost % .

1 1. Equation différentielle avec second membre

1°) Soit a résoudre sur R I'équation différentielle (E,) : y” + 2y = 2cosx.

a) Déterminer deux nombres réels p et g tels que la fonctlon g: X+ pcosx + qsmx soit solution de (E,).
b) Soit f une fonction dérivable sur R. Démontrer que f + g est solution de (E,) si et seulement si f est
solution de I'équation différentielle (E,) : y’ + 2y =0.

¢) Résoudre (E,) et en déduire les solutmns sur R de (E ).

2°) Soit a résoudre sur R 1’équation différentielle : y” - 2y’ + 5y = e~ 2
a) Déterminer un nombre réel m tel que la fonctiong : x> me % smt solution de cette équation.
b) Utiliser une méthode analogue a celle utilisée dans la question 1°) pour résoudre ’équation proposée.

Solution
1°) a) g solution de (E;) & Vx€R, (- psinx + gcosx) + 2(pcosx + gsinx) = 2cosx

v © VYx€R, (2p + g)cosx + (- p + 2g)sinx = 2cosx
' 4

2p+q= 2 "—-'?

= ' = 9 "

-p+2g=0 q=§-

b)Ona: f+gsolutionde (E)) & Vux E_IR, x) + g'(x) + 2f(x) + 2g(x) = 2cosx
= VxEeER, fllx) +2f(x) =

< fsolution de (E,).
¢) Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x w > ke Z(k e IR]

Donc, les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x+ ke™ 2 + 5 (Zcosx + sinx) (k € R).

2°) Considérons I'équation différentielle (E’,) : y”— 2y’ + 5y = e 2%,
a)Ona:Vx€ER, g'x)=—2me % et g”(x) = 4me™ 2,
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Donc: g solution de (E',)) & Vx€R, 13me X =g
73 |
b) Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. On procéde comme a la question 1.b).
On obtient : f+ g solution de (E’,)) < fsolution de (E’):y"-2y’+5y=0.
L'équation différentielle (E’,) a pour équation caractéristique : 12 — 2r + 5 = 0.
Ona:A’=—4; dong, cette équation a deux solutions complexes : 1 + 2i et 1 — 2i.
On en déduit que les solutions sur R de (E’,) sont les fonctions :

x —> e*(Acos2x + Bsin2x) (A € R, B € R).
Dong, les solutions sur R de (E’,) sont les fonctions : :

x > e*(Acos2x + Bsin2x) + 13 e (AER,BER).

Cette méthode de résolution se généralise  toute équation différentielle linéaire avec second membre.

: Pour resoudre une équatlon dlfferennelle lméa.u'e avec second membre ‘on peut 'lltlllSBI‘ le

: - procédé suwant e S ' ; R

e determmer une solution partlcuhére g de cette equatlon ! :

e demontrer q_ue les solutions de I’équatlon dszérentlelle avec second membre sont les fonc-

' 'tlons du type f + g, oll fest solution de- l’eQuatlon différentielle sans second membre el
* résoudre Iéquatmn sans second memhre et en'dédulre Ies solutlons de l’équatlon ave@
second memb : : P L ; - TR i g

< m=

2. Oscillateur mécanique amorti

Un solide S de centre d’inertie G, de masse m = 0,1 kg, fixé 4 un ressort de raideur k = 10 N/m coulis-
se sur une tige horizontale. On désigne par x(¢) la position de G dans le repére (O, I) a I'instant ¢, O
étant la position de G a I'équilibre.

On écarte S de sa position d’équilibre et on le lache en lui donnant une vitesse initiale. I'unité de lon-
gueur est le métre et I'unité de temps est la seconde ; on donne : x{(0) = 0,05 et x’(0) = - 0,5.

1°) On néglige les forces de frottement.

On dit que S est un oscillateur mécanique libre.

a) Démontrer que I'équation horaire du mouvement de G est
de la forme : x(t) = X cos(ogt + ¢).

Calculer X, w,, ¢ et la période T, du mouvement.

b) Calculer la position et la vitesse de S a l'instant ¢ = 5.

c¢) Tracer la courbe représentative (¢) de I’ élongation du mou-
vement de G,

2°) Le mouvement de S est amorti par des frottements dont la
force est proportionnelle a la vitesse du mobile, le coefficient
de proportionnalité f de cette force étant tel que : /2 < amk.
On dit que S est un oscillateur mécanique amorti,

a) Justifier que 1’équation différentielle du mouvement de

'oscillateur mécanique est alors : x” + —f x’ + f:'_ x=0. Oscillateur mécanique amorti

b) Démontrer que I’équation horaire du mouvement de G est de la forme : x(t) = Ae® cos(wt + ¢).
Calculer 2, o, w, ¢ et la pseudo-période T du mouvement, sachant que f= 0,2 N/ms1.
c] Tracer la courbe représentative (I') de I’élongation du mouvement de G.

Solution
1°} a) Léquation différentielle du mouvement de 1’oscillateur mécanique libre est : x” + %x =D.

Les solutions de cette équation sont les fonctions x : £ — Acost 1/% +'Bsint \f-% ;
fk A j
On pose : o, = > Kmax = VA2 + B2, cosgp = t =— ‘
pose o -— cosgp N et sing AZ T

On obtient : x(t) = /A2 + B2 (cos® ot COSQ — sinwmt sing) = X naxcos(@yt + ).
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Ona: o,= \/Vk n : donc : m—lOrads‘etT ~ 0,628 s.

o, est la pulsation propre et To la période propre du mouvement.

Ona: x'(t) = - o X sinogt + ¢) ; de plus : x(0) = 0,05 et x’(0) = - 0,5. .‘

On en déduit que : { XinaxCOSP = 0,05 jC’est-d-dire: X =0,07et¢= i

X axSine = 0,05
X .. €st Pamplitude et ¢ la phase a I'origine du mouvement.
L’équation horaire du mouvement de G est : ¢/ 0f07x

x(t) = 0,07 cos(10¢ + 7). ‘-. AWASAWAWAWAWA /\t
bJ A l'instant t =5, 0na: x(5) = 0,061 _0;070 VEVAVAVEAVAVAVAY!

x’(5) = 0,351.

2°) a) On désigne par F la force de frottement ; ona: F= - fx’ t]OI

D aprés le theoréme du cen’r_re d’ 1nert1e ona: P +R+T+F= y{t} _

Or:P+R= 0,T=-kx(t)Ol et () =x"(t)OL U

On en déduit que 1’éguation dlfférentlelle du mouvement de I'oscillateur mécanique amorti est :
x" + —T%x’ + %—lx =0 (E,).

b) L'équation caractéristique de (E,) est: r* + —r%r + % = 0.
2 _
Ona:;‘_\.=ﬂ;domzé<0. _
Les solutions de (E,) sont les fonctions x : ¢+~ e*(Acosot + Bsinwt), ot o0 = — —2% et®= z—fz :
: m
En procédant comme a la question 1.a), on obtient :  x(t) = Ae*cos(w,t + @).
Jyamik —
Ona: a_——)i m=—fﬁ tT- —;donc:a=—-1,®w~9,95rads et T =~ 0,631 s.

Zm 2m

De plus, on a : x(0) = 0,05 et x’(0) = — 0,5 ; on en déduit que : ¢ = 0,523 rad et A = 0,067 m.
Le mouvement est dit pseudo-périodique, de pseudo-
période T. En effet, on a : x(t + T) = e*Tx(t) ; donc, les
amplitudes décroissent de fagon périodique et forment e
une suite géométrique de raison €Y, appelée facteur

d’amortissement. o ; S

0,067
X

c] La courbe (T) est une sinusoide amortie, comprise
entre les courbes représentatives des fonctions £ — Ae®
et t = — Ae™, - 0,067

2 E xercices: A
3.0 Résoudre sur R les équations différentielles a) y'+y —6y=0 b) 2y”- 22y’ + y =0
suivantes. c) y’—-4y’ +8y=0 d) 9y”+6y’ +y=0
a) 9y"—-64y =0 b))y -2y=0 e) y"+4y’'—5y=0 fly’—-6y’+2y=0
c] 9y +4y=0 d) 2y”+y=0.

gl %y"— 2y'+9y=0 h)4y"+4y’+y=0.
3b Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R

I’équation différentielle et déterminer la solu- 3.d Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
tion vérifiant les conditions initiales données. . I'équation différentielle et déterminer la solu-
aj 2y"—-y=0 et y0)=y0)=1 tion vérifiant les conditions initiales données.
b} 9y"+4y=0 et ylm)=yr)=0. a) y"—2y -2y=0, ylO)=1ety(0)=0
3.c  Résoudre sur R les équations différentielles b) y"-4y’ +4y=0, yl0)=0ety(0)=1

suivantes. cly’+4y’ +5y=0, yl0)=1ety’(0)=-
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APPRENTISSAGE ™ =

(Généralités

1 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la
fonction f est solution de 1'équation différentielle (E)
sur l'intervalle K.

@) f)=L-x+1, (B):20y+y)=2 et K=R

b) flx) =(2x—-1)e*, (E):y —y=2e* et K=R

o f@=(+xt @) zy—ﬁ ot K=l-1;+[
d) flx) = J2x, (B):yy’'=1 et K=10;+ e
e) flx) = xcosx, (B):y—xy’ =x%inx et K=R
f] flx) = xlnx —x, (E):xy’—y=x et K=]0;+ e[

2 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la
fonction f est solution de I'équation différentielle (E)
sur l'intervalle K.

a) fx)=e*+e*, (B):y"+y —2y=4e* et K=R
b) fxy=e*+x, (E):y”+y"=0 et K=R
o) flo) = 2 (E):y”+ Zy'=0 ot K=]0;+ oo
d} f(x) = tanx, (E): 5’ —y%=1 et K=]—~E—;3—[
e}f[x]-ln( *) (B):y”+x(y)?=0etK=}1;1L

3 Soit I'équation différentielle (E) :
ylﬂ_ 2yﬁ_y)+ zy - 0-
1. Vérifier que les fonctions x — e~ %, x — e“ et x > e¥*
sont solutions sur R de (E).

2. Démontrer que, pour tous nombres réels a, b et ¢, la
fonction x> ae™* + be* + ce?* est solution sur R de (E).

4 1. Résoudre sur R les équations différentielles
y =eSsinx et y’ = e*cosx.
2. En déduire la résolution sur R de chacune des équa-
tions différentielles suivantes.
a) y” = efsinx b) y" = e*cosx.

5 Soit la fonction f: x > xsinx + cosx.
1. Déterminer f'(x) et f"(x).
2. En déduire une relation entre x, f(x), f'(x) et f7(x).
3. Former une équation différentielle dont fest solution.

€ Le plan est muni du repére (O, L, ]).
Déterminer une équation différentielle dont les courbes
intégrales (‘6) sont telles qu’en tout point M de (), le
coefficient directeur de la droite (OM) est le double du
coefficient directeur de la tangente 2 ().
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_ Fxercices

= quations du type
y -ay=0

7 Résoudre sur R les équations différentielles

suivantes.
al 4y’ +3y=0 b} yln5—-y'=0
c)1y+-r;—0 d) 3=y

& Résoudre sur R les équations différentielles

suivantes.
a) 9y* = (y")? b)) -2yy’=0
c] y’=3y d) 2y’”+5y”=0.

9 Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
I'équation différentielle (E) et déterminer la solution
vérifiant la condition initiale donnée.

a)l (E): y-3y=0 et y(0)=2
b) (E): 3y’+y=0 et y(1)=e
¢) (E): y’+ylnz=0 et y(1)=1
dj (B): y'= et y(1)=-—

10 Le plan est muni du repere (O, L J).
Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R 1’équa-
tion différentielle (E) et déterminer la solution dont la
courbe représentative passe par le point A.

a) (E): 2y’f3y=0 et A(ﬁ)
b) (B): —y'=y et A(%) .

¢} (E): 2y’——é—y=0 et A(zze)

et A( ezn).

d (E): y—my=0
11Le plan est muni du repére (O, L, J).
Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que
2f’ + f = 0 et dont la courbe représentative admet en
son point d’abscisse — 2 une tangente de coefficient

directeur % .

12 Le plan est muni du repére (O, L, J).
Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que
2f” + 5f = 0 et dont la courbe représentative admet en
son point d’abscisse — 1 une tangente paralléle a la droi-
te d’équation: y+x=0.

13 Soit 6 la température d’un corps a l'instant ¢.
La température ambiante est 30°C. A ch?que instant ¢,
on pose : x(t) = 6(t) — 30.
On suppose que la fonction x est dénvable sur R et
quelle vérifie : x’ = - k% (k € R¥) 1
A D'instant 0 la température du corps est 70°C et au bout
de 5 minutes elle n’est plus que 60°C. :
1. Déterminer 6(t), ol1 £ est mesuré en minutes.
2. A quelle température sera le corps au bout de 20
minutes ?



~ 18 Un réservoir contient 20 litres d’air (80%
d’azote et 20% d’oxygéne). Il regoit 0,1 litre d’azote par
seconde. La méme quantlté de mélange, supposé homo-
géne, s’échappe du réservoir.

1. Exprimer le volume d’azote contenu dans le mélan-
ge, en fonction du temps.

2. Au bout de combien de temps le réservoir contien-
dra-t-il 99% d’azote ?

Equatlons du type
y’ +ay’+by=0

15 Résoudre sur R les équations différentielles
suivantes,
al y’—4y=0
c)] 2y -y -6y=0
el y+3y’'=0

b) y” +16y =0
d ¥y’ -4y’ +13y =0
fly' -6y’ +9y=0.

16 Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R
I’équation différentielle (E) et déterminer la solution
vérifiant les conditions initiales données.

a) (E): y"+2y" +y=0, y(0)=-1 et y'0) =
b) (E): y"+ 16y =0, yl0}=0 et y'(0)=—
¢} (E): y"-(n2)%y=0, y(0) = et y(2)=1
d) (E): 4y"+y=0, y(F)=1 et y(F)=1
e)] (E): y"+2y'-3y=0, y(0)=3 et y(0)=-1
fl (E): Yy +y +y=0, yl0)=—-1 et y’[O]:'J:—?».

17 Le plan est muni du repére (O, L, J).
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur R telle
© que f” —xf = 0 et dont la courbe représentative admet
au point A(g) une tangente de coefficient directeur .

18 Le plan est muni du repere (0, I, J).
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur R telle

quef”—f"+ %f = 0 et dont la courbe représentative est
tangente en O a la droite d’équation : y = 2x,

19 Le plan est muni du repére (O, I, ]).
1. Resoudre sur R l’equatwn différentielle (E) :
' ¥y’ -3y + 2y =0.
2. Quelle est la solution de (E) dont la courbe représen-
tative (6) admet au point d’abscisse 0 la méme tangente
que la courbe (%’) représentative de la fonction x +> 3% ?

20 Le plan est muni du repare (O, I, J).
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur R telle
que 9f "~ 18f” + 10/ = 0 et dont la courbe représentati-

ve (6} passe par les points A(?é) et B(g).

21 Soit la fonction f: x — sink + cosx.
1. Déterminer f7(x) et £”(x).
2. Former une équation différentielle du second ordre
sans second membre dont fsoit solution.
3. Résoudre cette équation.

22 On considére I’équation différentielle (E) :
Yy +2y=e7 2%
1. Vérifier que la fonction g :x— (x + 1)e~2* est solu-
tion sur R de (E).

2. Démontrer qu une fonction f+ g est solution de (E) si
et seulement si la fonction fest solution de 1’équation
différentielle : y’ + 2y = 0. -

3. En déduire les solutions sur R de (E).

"APPROFONDISSEME)

23 Soit Ia fonction frx— (1 +x)e 2%,
1. Déterminer les nombres réels a et b pour que f soit
solution sur E de I'équation différentielle (E) :

y +ay +by=0. .

2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, la
dérivée d’ordre n de fest solution de (E).
3. Déterminer, parmi les primitives de f, celle qui est
solution de (E).

24 Soit ¢ un nombre réel tel que: 0 <o < %
Résoudre sur R 1’équation différentielle :
(1 + cos2o)y”— 2y’sin2a + 2y = 0.

25 1. Résoudre sur B I’équation différentielle (E) :
y"+ 16y =0.
2. Determmer la solution f qui vérifie : f{
fm) =
3. Resoudre dans [0 ; n] I'équation : f(x) = J2.

L) = — 2 et

26 1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E) :
Yy’ + 2y’ +5y=0.
2. Déterminer la solution Squi vérifie : f(0)=1et f(0) =—1.
3.0n pose : Flx) = - = [f’(a.} + 2f ()],

a} Démontrer que F est une primitive de fsur R ; expli-
citer F(x). I
b) En déduire le calcul de J2 flx)dx .

0

27 Le plan est muni du repére (O, I, J).

1. Résoudre sur R l’équation différentielle (E) :
¥y =2y eER*).

On note £, la solution vérifiant f(0) = k et (4,) sa cour-
be représentative.
2. Soit x; un nombre réel.
a) Determmer une équation de la tangente a (4,) au
point d’abscisse x,,.
b) Démontrer que, lorsque k décrit' R, cette tangente
passe par un point fixe dont on déterminera les coor-
données en fonction de A et de X

28 Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Soit A un nombre réel non nul.
Déterminer une courbe
(€) passant par le point J
et telle qu’en tout point M
de (6), dont le projeté
orthogonal sur (OI) est le
point H, la tangente
coupe (OI) en un point N
avec : AN = A,

\
29 Le plan est muni du repére (O, I, J).
Déterminer une courbe (6) passant par le point A(: %)
et telle qu’en tout point M de (6) la tangente ait un coef-

ficient directeur proportionnel au carré de 1’ordonnée
de M.
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30 Le plan est muni du repére (O, 1, ).
Stermimer une courbe (€) passant par le point A( % )

=t t=ll= gu’en tout point M de (%) la tangente ait un coef-
Sciemt directeur triple de celui de la droite (OM).

31 Le plan est muni du repare orthonormé (O, I, J).
Déterminer les courbes (%) telles qu’en tout point M de
() la tangente soit perpendiculaire a (OM}.

32 Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, )).
Soit (%) la courbe représentative d’'une fonction f.
On considére un point M
de (), la tangente (T) a
(€)en M et la gormale (A) {n y
a (@) en M. Q
Soit N le point d'intersec- J [~
tion, lorsqu’il existe, de N
(A) avec (O]). 1
Déterminer la. fonction f |
de fagon que la courbe (€) o |

passe par le point A(%) et que pour chacun des points

de (®) on ait NQ = 1, oit Q est le projeté orthogonal de
M sur (OJ).

(€)

33 Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Soit M un point mobile. A Vinstant 0, M esten I ; &

I'instant &, M est en A(g) A tout instant t, 6571 et le vec-

teur accélération T sont tels que : 4T = — OM.
1. Calculer les coordonnées x et y de M-a l'instant ¢.
2. Déterminer une équation de la trajectoire de M.

24 On note Q(t) la quantité de carbone 14 présent
a l'instant ¢ dans un fragment d’os. On admet que Q
vérifie, a tout instant ¢, Q'(t) =— AQ(1).
(A est appelé constante radioactive du carbone 14.)
1. Soit Q, la quantité de carbone 14 & l'instant 0.
Exprimer Q(z) en fonction de £ et de
2. On appelle période (ou demi-vie] d’'un élément
radioactif la durée T au bout de laquelle la moitié des
atomes de cet élément se sont désintégrés.
Sachant que A = 1,244 4 x 10~ * et que t est évalué en
années, déterminer la période du carbone 14.
3. Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les
8ires vivants. A la mort de ceux-ci, 'assimilation cesse
et le carbone 14 présent se désintégre.
Des archéologues ont trouvé des fragments d’os dont la
teneur en carbone 14 est 70% de celle d’un fragment
d’os actuel de méme masse, pris comme témoin.
Calculer I’dge de ces fragments.

35 1. Résoudre sur R I'équation différentielle (E) :
y"—4y=0.
2, Démontrer que 1'équation différentielle (E’) :
Yy —4y=4x-1)°-

admet sur R une et une seule solution, qui soit une
fonction polynéme P de degré 2.
3. a) Démontrer qu'une fonction fest solution de (E') si
et seulement si la fonction f— P est solution de (E).
b) En déduire les solutions sur R de (E’), puis celle qui
vérifie : f(0)=0 et f70) =
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36 1. Résoudre sur R I équation différentielle (E) :
y'+4y’ +4y=0.

2, Déterminer les nombres réels a et b pour que la fonc-
tion g : x —> ax + b soit solution de 1'équation différen-
tielle (E’) : y” + 4y’ + 4y = — 4x.
3. Démontrer qu'une fonction fest solution de (E’) si et
seulement si f— g est solution de (E).
En déduire la solution fsur R de (E’) telle que f{0) = 2
et f0)=-2.

37 On conSIdére I’équation différentielle (E) :

y"-6y”"+ 12y’ -8y =0.

1. Vérifier que la fonction x— e est solution sur R de

(E).

2. Soit fune fonction trois fois dérivable sur Ret g la

fonction x> flx)e~ =

Démontrer que fest soiution de (E} si et seulement si g’*

est la fonction nulle.

3. En déduire les solutions sur R de (E).

33 1. On considére l’equatzon différentielle (E) :
1%y —xy' +y=0.
a) Soit z une fonction deux fois dérivable sur J0 ; + ol.
Démontrer que xz est solution de (E) si et seulement si .
z est solution de l’équation différentielle (E’) :
xz'=A (A ER).
b} Résoudre sur ]0 ; + o (E’) puis (E).
2. A l'aide d’un raisonnement analogue, résoudre sur

|- o= ; O[ I’équation différentielle : = -;y
39 On considere 'équation différentielle (E) :
L x-y-xy’+y=0
1. Démontrer que si f est solution sur 11 ; + «[ de (E),
alors f” est dérivable sur |1 ; + «[ et est solution sur cet
intervalle de I’équation différentielle (E’) : y’ = y.
2. Démontrer que si f” est dérivable sur ]1 ; + o[ et est
solution de (E’), alors :
flx)=fle) +cx +c,(c; ER, c, ER).
Quelle relation doit lier ¢, et ¢, pour que fsoit solution
de (E) ?
3. Résoudre (E) sur ]1 ; + o[,
4.0 On considere le systéme () : { o : ye %
ol les inconnues sont les fonctions y et z.
1. Démontrer que si (y ; z) est solution de (), alors les
fonctions y et z sont deux fcus dérivables et vérifient
I'équation différentielle (E) : u” + 2w’ + u = 0
2. Résolution de (E)
a) En écrivant (E) sous la forme v” + v’ + ' + 2 =0,
démontrer qu'une fonction est solution de (E) si et seu-
lement si elle est solution de I'équation. différentielle
E):v'+p=ae*(a ER).
b) Vérifier que la fonction g : x +— axe™* est solution
sur R de (E).
Démontrer qu'une fonction f est solution de (E°) si et
seulement si la fonction /- g est solution de I’équation
différentielle : " + v =0.
¢]) En déduire la résolution sur R de (E).

3. Résoudre sur R le systéme ().
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.

I-es problémes survanis ont été proposés entre 1996 et 1999 au
baccalauréat [série C ou E] dans cerfains pays francophones

d'Afrique ef d= I'Oc2an Indien.

les problémes sElecfionnés sonf ceux qui prennent le mieux en
compiz les novveoux progrommes harmonisés de mathématiques

que ces pays onf en commun depuis 1992,

CHAPTIRES .
1]12]|3|4]s5|6]|7]8]9fw1]1e|13]14]15 PAYS
1 ; | I | B BURKINA-FASO
2 | GABON
3 | | | | TOGO
4 G 5l s BENIN f
5 | BURKINA-FASO |
6 o | CAMEROUN |
7 CENTRAFRIQUE |
8 COMORES |
plo COTE D'VORE |
R |10 MALI
Shr | MAURTTANIE
L |12 TOGO
E |13 BURKINA-FASO
M 114 BURKINA-FASO
g 15 CONGO
16 COTE D'IVORE
17 COTE D'IVOIRE
18 | COTE D'IVOIRE
19 GABON
90 MAL
21 MAURITANIE
99 SENEGAL
23 TCHAD
94 COTE D''VOIRE
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Session normale de 1996, série E.

Partie A

On considére, dans le plan complexe P, les points A
d'affixe z, = 1, M d'affixe z et N d'affixe 2z, = iz — (1 + i).
On note T, l'application qui, & tout point M d'affixe z
associe le point M' barycentre des points pondérés
(M, &), (N, —2) et (A, 1) ol A est un nombre réel non nul.

1. Démontrer que, pour tout point M du plan, le point
N est I'image de M par une rotation dont on prémsera le
centre et lancrle

2, a) Démontrer que l'affixe z’ de M’ est telle que :
zZ=M1-Dz+A1+1)+1.

b} Démontrer que T, est une similitude directe dont on

précisera l'affixe @ du centre Q, le rapport et 'angle.

Pour quelles valeurs de A, T, est-elle une rotation ?

Donner, dans chaque cas, son angle et l'affixe de son

centre.

¢} Exprimer les coordonnées (x”; y) de M' en fonction

des coordonnées (x ; y) de M.

3. Le nombre réel A étant strictement positif, on lui
associe le point P de coordonnées (— Ink ; Inh).
Soit P’ le point tel que : P’ = T, (P).
a) Déterminer les coordonnées de P’ en fonction de A.
b} Démontrer que, lorsque A décrit R¥, l'ensemble des
points P’ est la courbe (4) d'équation :

¥ =20 —1)nlx-1) + (x=1).

<

. Parfie B

Soit f'la fonction définie sur R, par :
' f(x-2xlnx+x,sx.r>0
oo
On note () sa courbe représentative dans un rep2re

orthonormal (O, 7, j), l'unité graphique étant égale a
10 cm.

1. a) La fonction fest-elle continue & droite en 0 7

Déterminer la limite & droite en 0 de %
Donner une interprétation géométrique du résultat.

i sst—elle dérivableen 0 ?

- b} Etudier les variations de la fonctmn f et préciser le
nombre réel x, # 0 tel que : f(x;) = 0.
c) Tracer (I'). Déterminer une transformation du plan
par laquelle la courbe (6) se déduit de la courbe (I).

L
2.8citaE]0o;e 2,

a) Calculer : I(a) = J (2xInx + x)dx.

a
b) Déterminer Elilll . |I[a]| et en donner une interpréta-

tion géométrique.
c] Soit D le domaine formé des points A(x ; y) du plan

1
asxs<e ?
telsque:{ 0<y<flx)

On fait tourner D autour de l'axe des abscisses.
Calculer le volume V(a) ainsi obtenu.

Détermmer lim V[a] et en donner une valeur approxi-
mative. o

(On donne : e

1 _3
Z~0,74 et € 2=0,2.)

2 ——

Session normale de 1998, série C.

sz Partie A

1. (E,) désigne I'équation différentielle : y
Déterminer les solutions générales de [E ).

2. (E) est l'équation différentielle : y” + 2y’ + y = 2e™*.
a) Vérifier que la fonction h définie sur R par
hlx) = x%e~* est une solution particulit¢re de (E).

b) Démontrer que ¢ est une solution de (E) si et seule-
ment si g = @ — h est solution de (E,).

¢) Déterminer toutes les solutions de (E).

d) Déterminer la solution f; de (E) satisfaisant aux
conditions initiales : f,(0) =4 et f;(0) =0.

i

=

"+ 2y’ +y 0.

BEE : Partie B

On con31dere la fonction f définie par :

flx) = (x + 2)%e %,
On désigne par (€) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormal, 1'unité graphique
étant égale & 1 cm.

1. Etudier les variations de f et tracer (4) avec soin.

2. En remarquant que f est une solution de l'équation
différentielle (E), déterminer une primitive F de fsur R.

(On calculera J::(f” + 2f" +f)(t)dt).

3. Pour tout entier naturel n, on pose : I,

J fl)dt.

a) Exprimer I, en fonction de n et en donner une inter-
prétation graph1que

b) Etudier la convergence de la suite (I,), puis en dédui-
re l'aire de I’ensemble des points M(x y) du plan tels
que : X<0 et 0sy< flx).

. Partie C

On se propose d'étudier la convergence de la suite (u,)
définie, pour tout entier naturel » non nul par :

u, = —-—[(1 +2n)%e w +(2+2n)% " +
.+ [n + 2n)%e “]

=3 2 (ke + 2n)%e™ ™,
1. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul rz, on a :
4e—9
u-—-}:f() ot 1zf() u, + ;

=) ne
2. Etablir’ que, pour tout entier naturel non nul n et
pour tout entier naturel k te] que0<k<n-1,0na:

I f{t < Lr(k),
3. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,

ona:u, _Lf(t]dt s u 4ene g.

1}ck+1
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4. En déduire que pour tout entier naturel non nul n,

omay  I,—28=9

Sy <L.

1 ne
5. Etudier la convergence de la suite u,, puis préciser sa
limite.

Session normale de 1996, série C.

. € est un espace affine dans lequel est construit un cube

ABCDEFGH tel que :
~ ]a face ABCD est le support de ce cube.
— les droites (AE) et (CG) sont paralléles.

=2E
B

i Partie A

1. Demontrer quefla droite (AE) est paralléle au plan
(DGH).

2. Soit I le milieu de [EF], (A,) la droite issue de A et
[Az} la droite issue de G, toutes deux sécantes en L
Démontrer que les droites (A,) let (A,) déterminent le
plan (AIG).

3. K est le centre du carré ADHE. Démontrer que la
droite (BK) est perpendiculaire au plan (AIG).

smmm== Partie B
€ est orlente par le repére orthonormal direct

(A, AB AD AEJ I est le milieu de [EF] et K le centre
du carré ADHE.

1. a) Justifier par le calcul l'existence d'un unique plan
P contenant les points A, I et G.

b) Déterminer alors une équation cartésienne de ce
plan.

c) Vérifier par le calcul que la droite (BK) est orthogo-
nale au plan % et déterminer leur point d'intersection J.
2, IT est un plan de E qui passe par le point B et qui est
perpendiculaire au plan . (A) est une droite de IT qui
passe par le point C et qui est paralléle a la droite (BK).
a) Déterminer une équation cartésienne de I

b) Déterminer les représentations paramétriques de (A).
¢) Démontrer que (A) est paralléle a I et calculer la dis-
tance du point B a la droite (A).

3. PLRS est un parallélogramme tel que P et L sont sur
(4), R et S sont contenus dans IL. J, et J, sont les milieux
respectifs des segments [PS] et [LR] ; O est le centre de
gravité de ce parallélogramme.

2 = =
a) Sachant que LR = ?LS et Mes(LS, LR) = %, calcu-
ler, en fonction de LS et de OM, MP? + ML2 + MR? +
MSZ, ot M est un point quelconque de €.

b) En déduire I'ensemble (I) des points de % tels que :
MP2 + MLZ + MR2 + MS? = k, oil k est un nombre réel.
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= Partie A

Soit P un plan euclidien, O un point de P, V le plan vec-
toriel associé & P, o un élément de l'intervalle ]— > %[,
Tet j deux vecteurs unitaires de V tels que : 7.7 =sino.

1. Démontrer que le triplet (O, ?j’) est un repére R de P.

2. Déterminer l'ensemble des valeurs de o pour les-
quelles le repére R est orthonormé.

Dans toute la suite du probléme, on suppose R ortho-
normé. ‘

3. Soit la fonction numérique f de la variable réelle x
x _

définie par f(x) = gx—_'_}l—

dzns le repére R

a) Etudier les variations de f.

b) Démonirer que O est un point d'inflexion de (4).

¢) Construire (€) dans le repére R.

d] Démontrer que fest une bijection de R sur un inter-

valle I que l'on précisera.

et (¢) sa courbe représentative

Partie B

1. Soit g la bijection réciproque de f.

Expliciter g(x) pour tout élément x de I.

2. On. considére la famille des courbes [(6.:, ,) d'équation :

1+x-a
1—-x+a

E

y=b+10g2( ), (a, b) € R2.

aj Soit M(;) un point de (6, ;).

Exprimer y en fonction de g(x — a).

En déduire que (6, ;) est I'image de (6) par I'application
@, ) telle que @, ;) = ToS, oit T est une translation et
S une symétrie orthogonale que 1'on précisera.

b} Déterminer une condition nécessaire et suffisante
portant sur a et b pour que ¢, , soit une symétrie
orthogonale.

¢) On suppose : a + b #0.

Démontrer que P, ) ©St la composée commutative
d'une symétrie orthogonale et d'une translation que l'on
précisera.

d) Construire dans le repeére R la courbe [‘63 1) corres-
pondantd a=3eth=1.

3. Soit h la restriction de fa l'intervalle [0 ; 11, (4;) sa
courbe représentative dans le repere R, D le domaine
plan limité par (€,) et les droites d'équations respec-
tives x = 0, x = 1 et y = 0. On désigne par V(D) le volu-

" me de la portion de l'espace engendré par la rotation de

D autour de l'axe des abscisses.
Calculer V(D)
{On pourra utiliser I'égalité : (2*—1)? = (2% + 1)* - 4(2%).)]

:Burkina-Faso:
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mamze Partie A

On considere la fonction numérique réelle f définie par
flx) = x —Inlx|, ot In désigne le logarithme népérien et
lx| la valeur absolue du nomhre réel x. On note (€) la




courbe représentative de f dans le plan muni d'un repe-
re orthonormé (O, 7, j) dont 'unité vaut 2 cm.

1.aj Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.
b} Etudier le sens de variation de r
(On dresssrz so= #=bleau de variation.)

2. a) Démontrer que (%) coupe 1'axe des abscisses en un
seul point A dont on notera l'abscisse o et vérifier que -

1
oe ]— 1;- —2‘[.
b) Etudier la position relative de la courbe (%) et de la
droite (D) d'éguation y = x.
c} Tracer la courbe (%), la droite (D), ainsi que la tan-
gente a (€) zu point d'abscisse — 1.
3. a) Pour tout nombre réel k élément de]0 ; 1[,

1
calculer : A(k) = 4L flx) dx
b) Déterminer : }‘imo A(k).

k>0
Interpréter graphiquement ce résultat.

4. a ¢tant un nombre réel non nul quelconque, on note
M et M’ les points de (%) d'abscisses respectives a et —a,
(T) et (T") les tangentes respectives a (€) en M et M.

a) Exprimer a Iaide de a les coordonnées de N, point
d'intersection de (T) et (T?).

b) Quel ensemble décrit N lorsque a parcourt R* ?

i Partie B

On note C* l'ensemble des nombres complexes non

nuls et on considére 'application: F: C* > C
z+—>—|In [z].

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer l'ensemble

des nombres complexes vérifiant 1'équation :

a) F(z) =

b) F(z) = :

¢ F(z) = Z, ou 7 est le conjugué de z.

2. Soit G l'application du plan dans lui-méme qui & tout
point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’ = F(z).
On note % le cercle de centre O et de rayon R.

a) Pour tout point de @ d'affixe z, donner une écriture
mmphflee de F(z).

b} En déduire G(%;).

Pour quelle(s) valeur(s) de R a-t-on G(€;) =€ ?

Partie C

L'objet de cette partie est de déterminer une valeur

approchée du nombre réel o de la questfon A.2.a).

On définit la fonction ¢ sur [ ] par:

1. a) Démontrer que o est I'unique solution de I'équation :
S [—1 ;-—%],q)[x = X.

b) Vérifier que, pour tout x de [,_ 1;- %] ona:

0 () = X (In Jxl -

0 1) = g f0).

¢) Etudier le sens de variation de ¢ sur [— 1; - %] et
donner une valeur approchée de (p(—%).

d) Démontrer que, pour tout x de l'intervalle [(1 - %],
¢ (x) appartient & l'intervalle [a $ - %]
2. On consideére la suite numérique () définie par récur-

rencepar:{ v "2
pour tout nde N, i, 1= tp[un)

o] Démontrer que : pour tout x de [ ] lg’(x)| < %
5)En déduire que : pour toutnde N, [u, , , —of S%!un —ol.

<) Démontrer alors que :

pourtoutndeN, |u, , —ol<1 (;)n

d} Déduire de ce qui pracéde que la suite [u ) est
convergente et déterminer sa limite.
Déterminer un entier n, tel que : [¢, —of <1072

(On donne :In 2= 0,693 ; In 3 = 1,098 ; In 5§ = 1,609.)

6 Camerol
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Le probleme comporte deux parties indépendantes A et B.

Partie A

fest la fonction de la variable réelle x définie sur 'in-

tervalle [0 ; + oo Pa_rf[xj = 1

2Jx%+1
et h est la fonction définie sur le méme intervalle par

hix) = ln(\}x + J,rﬂ.)

1. Démontrer que f est une bijection de [0 ; + oo vers ]U :%]

2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (Q, 7, j),
I'unité graphique étant égale a 2 cm.

Tracer dans ce repére les courbes représentatives de fet
de f~1,

3.a)} Calculer Ia dérivée de h.

b) En déduire l'aire de la partie du plan limitée par
l'axe des abscisses, ’'axe des ordonnées, la droite
d’équation x = 1 et la courbe représentative de f.

.

Partie B

Le plan est orienté. ABC est un triangle équilatéral tel
> —
que: AB=BC=CA =1 et Mes (AB, AC) ==

A’ désigne le milieu du segment [BC] et G l'isobary-
centre des points A, B et C.
1. Construire G et calculer GA'.
2. a) Déterminer la nature et les 6léments caractéristiques
de ’ensemble (E) des points M du plan tels que :

MA? + MB? + MC? = 1,25.
Tracer (E) sur la figure précédente.
Dens toute la suite, r désigne la rotation de centre G qui
transforme C en A et h I'application qui, 4 tout point M du

. — — —_—  —
plan, associe le point M’ tel que : MM’ =MA +MB +MC.
On pose : s = hor.

3. a) Démontrer que h est une homothetle dont on pré-
cisera le centre et le rapport.

b) Déterminer puis tracer sur la méme figure que précé-

demment I'image de (E) par h.
c] Préciser la nature et les léments caractéristiques de s.
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4. On note I le symétrique de A’ par rapport a G, J le
point de la demi-droite [A’A) tel que :

- — - —>
AT=1, u=Al e v=Al

a) Démontrer que (A’ u,0) estun repére orthonormé.

b) M étant un point d’affixe z et M’ son image par s,

exprimer l'affixe z’ de M’ en fonction de celle de M.

En dedmre I’expression analytique de s dans le repére
(A 0).

| 7 Centrafrique
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On considére la fonction numérique fde la variable

réelle x définie par : flx) = = ixz

On désigne par (6) la cowrbe représentative de f dans
un repére orthonormé (O, 1, J), l'unité graphique étant
égale a 2 cm.

1. a) Déterminer 1'ensemble de définition D de f.
Etudier les limites de f aux bornes de D. Préciser les
asymptotes de la courbe ().

b) Etudier les variations de f’;

dresser son tableau de variation.

Déterminer une équation de la tangente (T) & (€) au
point d'abscisse 0.

¢) Construire avec soin (T) et la courbe (€).

2.0On se propose de montrer que l'équation f(x) = x
admet sur [0 ; 1] une solution unique.

a) Etudier les variations de la fonction dérivée f” sur [0 ; 1].
Démontrer que pour tout x de l'intervalle [0; 1], on a:
1sfl<t
b) Etudier les variations de la fonction numérique g

définie sur [0 ; 1] par : glx) = f(x) - x.
Démontrer que l'équation f(x) = x admet dans [0 ; 1]
une solution unique a.

Vérifier que ; % Lo sg
3. On se propose de déterminer une valeur approchée

de o

Soit (z) 1a suite défini ?{uo 2
oit (u,) la suite d pourtoutnde N, Un+1‘f[u)

a} Démontrer par récurrence que :

pour tout n de N, ; <u, &2

b)En utilisant 1' 1neuahte c?es accroissements finis,
démontrer que :

pour tout n de N, |u, , ,
En déduire que :

pour tout n de N, |u, - o S( ) lug—of < (g)””.
¢) Démontrer que la suite (i) est convergente.
Quelle est sa limite ?

d) Déterminer un entier n tel que :
sin2ny, alors |y, - of < 1072,

—aisg-lun—al.

4. Ne connaissant pas de primitive de la fonction f sur
[0 ;%], on se propose de déterminer un encadrement de

1
lintégrale I = J-: f(x) dx

a) Justifier l'existence de I et en donner une interpréta-
tion graphique. :
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1 1
.-!J)C)npose:]=L2 (2—x)e*dr et K:J’Z.\-Ef[.r} dr
0

Vérifier que: 4I=] + K.
¢) Calculer J.
d) Quelle est l'image par f du segment [0 ]

En déduire un encadrement de K par deux intégrales
simples que 1'on calculera.

e) A l'aide des questions précédentes, écrire un enca-
drement de l'intégrale L.

En déduire un encadrement de I, d'amplitude 1072 par
des nombres décimaux.

8 Comores
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Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, o,
I'unité graphique étant égale a 2 cm,

mzmmm Partie A

1. Soit f1a fonction numérique de la variable réelle défi-
nie par f(x) =x - 1 + In(3 — x) et (€) sa courbe repré-
sentative.

a) Déterminer ’ensemble de définition Df de la fonc-
tion f.

b) Etudier les variations de fen précisant les limites de
faux bornes de D, et établir son tableau de variation.
¢) Soit (D) la droite d’équation y =x -1,

Etudier la position de (%) par rapport a (D) ; déterminer
les coordonnées de leur point d’intersection.

d) Tracer la droite (D) et la courbe (‘6).

2. Soit E le domaine plan délimité par la courbe (6), la
droite d'équation x = 0 et la droite (D).

Calculer I’aire ¢ de E.

i i Partie B

Dans cette partie, a tout point M du plan de coordon-
nées (x ; y), on associe son affixe z = x + iy.

Soit S I'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M d’affixe z associe le point M, d’affixe z, telle
que:z, =(-1+i)z+1+4i

1. Donner la nature de S et déterminer ses éléments
caractéristigues.

2. Calculer les coordonnées x et y du point M en fonc-
tion des coordonnées x, et y, du point M.

3. Déterminer les équations des transformées par S de
la droite d’équation x = 0 et de la droite (D).

4. Soit g la fonction numérique de la variable réelle
définie par: glx) = —x -1 + 29"’ et (I') sa courbe repré-
sentative dans le repére (O, 1,

Soit M un point de (6) et M, = S (M).

Vérifier que l'abscisse x, de M, peut prendre toute
valeur réelle et démontrer que M, est sur la courbe (I').
Réciproquement, si M, est sur la courbe (I}, montrer qu’il
existe un point M de la courbe (€) tel que M, =8 (M).
En déduire que (T') est I'image de (6) par S

mumz=s Partie C
1. Etablir le tableau de variation de la fonction ¢ en pré-
cisant les limites de g en — < et en + <,



2. Démontrer que la droite d'équation y = — x — 1 est
asymptote & (T').

3. Tracer la courbe (T) et la droite d’éguation y =—x + 5
dans le méme repére (O, fﬁ, mais avec une couleur
différente de celle utilisée pour (€) et (D).

4. On appelle E, la partie du plan délimitée par la courbe
(T) et les droites d’équations respectives x = 0 et
y=—x+05.

On admet que la partie [ est transformée en E, par S.
Exprimer I'aire de Ia partie E, en fonction de I'aire de E,
puis donner sa valeur.
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. Partie A

Soit la fonction f définie par :

T P

R

£(0) =

xInx ln.r
Sl =7
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

2. Soit ¢ la fonction définie sur JO ; + oo par :
ox)=Inx+x+ 1.

a) Etudier les variations de ¢.

b) Démontrer que 1'équation ¢(x) = 0 admet une solu-

tion unique B telle que : 0,27 < < 0,28.

1. a} Exprimer f"(x) en fonction de ¢(x).

En déduire les variations de £.

b) Vérifier que : f(B) =—

2. Tracer la courbe représentative de f dans le plan
muni du repére orthonormé (Q, I, J).

On placera les points d'abscisses 1 ;3 ; 4; e?; 12.

(On prendra : In 0,27 = - 1,31 ; In 0,28 = — 1, 27 ;
In2=07;In3=11;In5=1,86)

Partie B

1. a) Démontrer que 'équation f(x) = 1 admet une solu-
tion unique o dans [3 ; 4].
b)Démontrer que les équations flx) =
équivalentes.

2. Soit g la fonction définie pour tout nombre réel stric-

tement positif x par : glx) = ¢! +3,

a) Etudier les variations de g.

b) Démontrer que pour tout x élément de [3 ; 4], glx)
est un élément de (3 ; 4.

¢} Démontrer que : V x € [3 ; 4], g’'(x) < % 3.

3 5
(On prendra : e7 = 3,8 et e4 = 3,49.)

3. Soit (u,) la suite définie par : u, = 3 et la relation de
récurrence : u, , , = glu,).
a} Démontrer que, pour tout entier_ positif ounul rz :

,8ix>0.

1
1 et el*x = x sont

|uﬂ +17 of < l u, — ol.

1
< S
b) Démontrer que la suite (u,) est convergente.
Calculer sa limite. :
¢) Pour quclles valeurs de n, u, est-elle une valeur
approchée de o. & 1072 pras ?

=2 Partie C

1. Soit n un entier naturel non nul.

En déduire que : [u, —of <

Démontrer que 'équation f{x) = n ad.met une solution
o, et une seule.
Placer o, et 0, dans le méme repére que precedemment

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,
ona:dg, 2e"
b) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,
= —=) -1
fle,) = n est équivalenta ln(=2) = 2.

n

¢) Déduire des questions 2. a) et 2. b) que la suite (%")
(n € N*) est convergente et calculer sa limite.
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Dans ce probléme, n est un entier naturel différent de
zéro et on consideére la famille de fonctions f, définies
1 .
sur [0 ; + [ comme suit : {f;(x) e +.x]’ L
£,(0) =
Pour les représentations graphiques, le plan est muni
d'un repére orthonormal d'unité graphique 2 cm, et on
note {‘Gn] la courbe représentative de la fonction o

Partie A _
Dans cette premiére partie, on se propose d'étudier la
fonctmn G

1. a) Etudier la continuité de /; en 0 et son comporte-
ment en + co. £
b) Etudier le comportement du rapport 2=
tend vers 0.
Que peut-on conclure pour la fonction f] en 0 et la courbe
(€))7 :
2, a] Justifier la dérivabilité de f] sur J0 ; + <l
Calculer f7(x} puis f7(x) pour tout nombre réel apparte-
nant & JO; + e[,
b) Etudier successivement les variations de f] et de f1 et
dresser le tableau de variation de f,.

3. Tracer la cowbe (6,), sun usymptote et la tangente au
point O,

S T 5
e mﬂm

] 1
orsque x

. Partie B

La seconde partie est consacrée a 'étude.des fonctions
f, lorsque n 2 2.

it

1. Btudier la continuité et la dérivabilité de f,en 0 puis
le comportement de f, en + co.
2. a} Justifier la dérivabilité de £, sur ]0 ; + oof.

Démontrer que: f,(x) = x*~1g (x), o1 g, est une fonction
définie sur J0 ; + oo que l'on determmera

b)Etudier les variations de la foriction g, et en déduire
le signe de g,(x).

c)Dresser le tableau de variation de f,.

o= Partie C

La troisieme partie porte sur les courbes (€,) lorsque
nz2.

1. Quelle est la tangente & (4,) en O, origine du repére ?
2. Etudier la position relative de (4,) et de (4, , ,) pour
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e

nz2,

Quelle est la position de (4,) par rapport & toutes les

courbes (€,) ? ' '

3.a) Déterminer : lim [x*In (1 + —1-) —(x- ~1~)]
X =+ X

Que peut-on en conclure pour (4,) ?

b) Préciser la position de (€,) par rapport a la droite

d'équation : y=x <5

4. Tracer (%)) et (6,) dans le méme repére que (4,).

Mauritani

N
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L’objet du probléme est I'étude des solutions de I'égue-
tion d'inconnue y : x = (?1 + 1)", oil n est un entier natu-
rel non nul.

Partie A

Le plan est rapporté au repére orthonormal (O, #. 7).
x et y sont des nombres réels et n = 2.

1. Démontrer que les points M du plan dont les coor-

données (x ; y) vérifient x = (‘!2—’ + 1)? sont les points

d'une conique (') que l'on représentera.
2. Soit g l'application de R+ vers R définie par :

glx) = 2(Jx-1).
a) Etudier les variations de g et montrer que sa courbe
représentative () est une partie de la conique (I).
b) Calculer l'aire de 1'ensemble des points M dont les
0sx<1-
g} sy<0°
En déduire l'aire de la partie du plan limitée par la cour-
be (€) et le segment [A A,], ol A, est le point de coor-
données (0 ; g(0)) et A, le point de coordonnées (1 ; g(1)).
On considére le point A, de coordonnées (i ; g(k)),
ot ke N.
Démontrer que, pour tout k € N, l'aire de la partie du
plan limitée par la courbe (€) et le segment AAL, 4]

est égale & -13;

coordonnées (x ; y) vérifient :

=z Partie B

Le plau complexe est rapporté au repére orthonormal
©, u

x et y sont des nombres complexes et n € N*\{1].

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe x non
nul, I'équation x = ('% +1)" admet n solutions distinctes
Yo Yoi +vr Yy g

2. On suppose que x=1.

Onnotel, I, ....I,_, les points qui ont pour affixes les
solutions de quua’uon 7" =1, z e C. Soit M, M,,
M, _, les points_d'affixes respectives Y, Y, ... yn_ "
définis a la question B1,

a) Démontrer que les points My, M, ..., M,, _, sont les
images des points I, I, ..., I, _, par une transformation
que l'on déterminera.

Démontrer que les points M, M,, ..., M
sommets d'un polygone régulier.

Faire un dessin dans le cas de n = 4.

b) Soit G, l'isobarycentre des points M, M, ..., M

.4 Sont les

n-1°
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Déterminer 'affixe de G,,.

f—_

= Partie C
x est un nombre réel strictement positif fixe.
1. n étant donné dans N*, exprimer y en fonction de x.
2. On considere la suite réelle de terme général :
u (&) =nx-1),n>0.

Pour &tndier le sens de variation de cette suite, on cal-
cule pour toui nde N*, u__ .(x]) —u, (x) en fonction de
Iz varizble £ dé8nie parx ="+, t ¢ R
Démonirerque u, : {x] — u_[x) peut s'écrire sous la forme

1]P{z) ot P(t) est un polyndme de la variable ¢,
udier le signe de P(f) suivant les valeurs de ¢ et en
déduire le sens de variation de la suite réelle de terme
général u (x) sur N*,

3. Démontrer que :

f
e
e
= 1]

nfx=1.

4. On suppose que : x € ]1 + oo], x fixé.

a) Démontrer que pour tout n e N*, u_(x) > 0.

En déduire que la suite u, (x) est une suite convergente.

b) Exprimer, pour tout n € N*, u [1] en fonction de
u (x).

En déduire que £H_11+ un[_%) existe. Quelle est cette limite 7

pour tout x € R%, x fixé, hm

5.a) On suppose que : x = 1.

Que peut-on dire de la suite de terme général u (1) ?
b) Déduire de ce qui précede que pour tout x de J0 ; + o[,
la suite de terme général u (x) est une suite convergente.
On note f{x) la limite de cette suite. Préciser f{1).
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Partie A

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie
par f(x) = exp ( ) ol exp désigne l'exponentiel népé-
rien. Soit () la courbe représentative de f dans un repére
orthonormsé (O, ?,’f]

1.a) Etudier les variations de f; puis dresser son tableau
de variation.

b) Justifier que 'on peut prolonger f par continuité a
gauche en — 1.

2.a) Démontrer que f est une bijection de son ensemble
de définition vers un sous-ensemble I de R que l'on pré-
cisera.

b) Expliciter £ (x).

3. Soit (") la courbe regresentatwe de f1. Tracer (6) et
(4’) dans le repere (0, 7, j).

4. Bn s'aidant de la méthode des rectangles, donner un
encadrement de la partie du plan limitée par les courbes
(6) et (€'} et les droites d'équations : y =2 st x = 2.

(On pourra subdiviser I'intervalle [1 ; 2] en cing inter-
valles de méme amplitude).

Partie B

Soit f, la fonction numérique de la variable réelle x

#

i



définie par : £, (x) = exp ( x)[a #0).

On désigne par (4,) la courbe représentative de f, dans
le repere (O, 7, 7).

a) Etudier les variations de 1, et établir son tableau de
variation suivant les valeurs de o, (ot # 0).

b) Démontrer que pour tout & non nul, £, est une bijec-
tion de son ensemble de définition vers un sous-
ensemble | de R que l'on précisera.

c) Expliciter £* (x).

Partie C

Dans cette question, on suppose : > 0 et o # 1.

1. Trouver une application affine g transformant (%) en
(6,), etune application ¢ transformant (‘¢’) en (€’ o)» ol
(€¢’,) désigne la courbe représentative de £

2. Soit (I') le cercle de centre O et de rayon 1. Soit (Ty)
l'image de () par g et (I",) I'image de () par ¢.

a) Donner une equatlon cartesmnne de (I,) et de (")
dans le repere (O, 7, 7).

b) Préciser les éléments caractéristiques de (T et (I",)
dans ce repére.

3. Tracer ([,) pour ¢ = 3 et o = 2 dans le méme repére
0,7 7).
4. a) Déterminer la transformation t telle que t T)=(",).
b} Démontrer qu'il existe une similitude directe S et
une similitude indirecte S’ telles que :
S(ry) = () et S'(T,) = (Iy).
o

o
c¢) Peut-on dire que S=8'?
Si non, expliquer alors le résultat du 4. b).
5. On suppose dans cette question o> 1
etonpose:S"=8""1eS,ne N,n22.
Vers quel ensemble converge S(T,), lorsque n tend vers
plus l'infini ?

3 BurkifiaFaso
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Partie A

On considére la fonction numérique g définie sur l'inter-

- oo] Bt Al e X2 _
vallel = [‘E P+ [par tglx) =In(1 +x) —x +5 —33.
1. Démontrer que pour tout t de lona: g'(t) = i‘f_ -
2. Déduire de 1. que pour tout t de I, on a :

{ 2t3<g'(t) <0,s8it =20
0 £ g't) <— 28, 51—%<t<0
puis, en intégrant, démontrer que pour tout x de l,ona:

—%x“ég(x}é(}

s Partie B
Soit fla fonctmn numérique définie sur |- 1 ; + <[ par:
flx) =:‘c—% ,six#0
{ fl0) =3 '

On note (€) la courbe représentative de f dans le plan
rapporté & un repére orthonormal [C_}, ?,T) (unité : 2 cm).
1. a) Vérifier que pour tout x = —% et x#0,

2. 3.
b) En utilisant 1‘1négahté trouvée en A.2. démontrer que
f est dérivable en 0 et déterminer une équation de la
tangente (T) a (%) au point d'abscisse 0,
c) f est-elle continue en 0 ? Justifier votre réponse.

2. Soit h la fonction définie sur ]- 1 ; + [ par:
_—x% —2x
h(x) i -l 2In(1 + x).
@) Etudier le sens de variation de .
Calculer h(0) et en déduire le signe de h sur |- 1 ; + o[
b) Démontrer que pour tout x appartenant a

F1:0[UJ0;+ee],0na: fx) = hg)

L]
c) Dresser le tableau de variation de f en précisant les
limites de f'aux bornes de son ensemble de définition.

3. Construire la courbe (6) et la tangente (T).
Préciser les asymptotes a (6).

4. Calculer en cm? l'aire $¢(A) du domaine plan limité
par les droites d'équations x = 1, x = A (A > 1), 'axe des
abscisses et la courbe ().

Déterminer ;Ligln E A,

Q{x] X
fe) =-=3 =

: Partie C

1.a ) Demontrer que la fonction ¢ définie sur J- 1 ; + oof,
par ¢(x) = f(x) — x est continue et strictement croissante.

b) En déduire que l'équation f(x) = x admet une solu-
tion unique o dans -1 ; + o[ et que % oSl

2
2. Sachant que pour tout x >0 on a x —% <In(1 +x)

démontrer que pour toutx20ona: —-% <ffx)<0;

puis que pour tout x de l'intervalle [4 1] T3] <
(On pourra utiliser les résultats de B2).
3. Soit J l'intervalle L% ; 1]. Démontrer que f(J) = J.

4. On définit la suite (u,), . par:
u, =% et pourtoutne N, u,, , =f(w,)
a) Justifier que pourtoutne N,z €.

b) Démontrer que pour toutne N, [u

n+1 (1|< Iu —al;

puis que pour tout ne N, |y, —af < z (%)n
¢]) En déduire que la suite (u,), . ,y converge et détermi-
ner sa limite.

dj Déterminer l'entier n tel que pour tout n = ny, u, est
une valeur approchée de 0.2 10-1 preés.

{(On donne :

069<In2<0,70 ; 022<.Ln £0,23 ; InSo_ 2,01).

urkina-Faso .-
Session normale de 1998, série E.

Le plan est rapporté au repere orthonormé (O, e,, e,

. l'unité graphique étant égale a 2 cm.

Partie A

Soit ¢ un nombre réel fixé, on note N le point d'affixe
zy = 2(cos t)e* et M le point d'affixe z,, = 2(1 + cos t)ei.
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1.a) Démontrer que N est sur le cercle (6) de centre Q

d'affixe z,, = 1, passant par O, quelle que soit la valeur

fixée de t.

b) Vérifier que les points O, N et M sont alignés et cal-

culer NM. :

;:J (iogsgtruire N, et M, pour i, = E , puis N',
1 4.

2. Pogl; t fixé, on consideére la translation T5;

teur NM.

a) Démontrer que l'image (€’) de (€] par Tz est un

cercle dont on précisera le centre et le rayon.

b) Démontrer que (4) et (€’) sont tzngents au point I

d'affixe : 2, = 1 + €'’

et M’ pour

de vec-

3. Démontrer qu'il existe une réfiexion d'axe (A), que I'on
caractérisera, qui transforme (€] ex (¥7). On la note R.

4. On suppose que : N=0.

Soit R, la réflexion qui rensiorme O en N

al Determmer son axe (A,).

b) Justifier que l'on a : M = T5;°R, (0).

¢) En déduire que M est I'image de O par R

5. On suppose que == et on note u le vecteur d'affixe :
zz = sint + sin2t — i(cost + cos2t).

Démontrer gue u est orthogonal & M.

6. Compléter la construction précédente en construisant :

—pour t, =g le point Q,, cen_tr*e de l'image (4,) de ()

par la translation de vecteur N M, et le poiut de tangen-

ce I, de (€,) et (€).

—pourt’ = e I le point &’ i ceEEre de l'image (€}) de (€)

par la translatlon de vecteur N;M; et le point de tangen-.

ce I} de (€)) et (6).

s Partie B

On se propose d'étudier la courbe (I') décrite par le

point M dont les coordonnées dans le repare (O, eI, e ]
x(t) = 4(cos? —) cost

sont données par : te R.

y(t) = 4(cos? %) sint

1. a) Etudier la parité des fonctions x et y.

b) Etudier la périodicité des fonctions x et y.

¢) En déduire qu'il suffit de savoir tracer la partie de (I)
correspondant & 0 £ ¢ < % pour obtenir (I') par une trans-
formation que l'on précisera. On note (') cette partie
de (I).

2. aj Vérifier que pour tout ¢ élément de [0 ; xl on a:
X(t) =~ 2(sint)(2cost + 1) et y'(¢) = 2(2cost — 1)(cost + 1).
b} Etudi_:fr les variations des fonctions x et y.

3. Soit V{¢) le vecteur de cgordonnées (g) ; y'le)).

a) Justifier que le vecteur V(] est un vecteur directeur
de la tangente en M a (', ), sauf pour une valeur de t que
I'on donnera.

b) On note B le point d'intersection, autre que O, de (I",)

et l'axe des ordonnées. Calculer l'ordonnée de B et
déterminer la tangente a (') en B.

c) Déterminer les points de (T';) pour lesquels le vecteur
V[t) dirige un des axes du repere.

4. Pourte ]—, n[, onmnote a le coefficient directeur de
la droite (OM).
a) Démontrer que : a = tant.

b) En déduire la tangente en O a (I',).
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===zs Partie C
Construction de (T).

1. On suppose que M a pour affixe : z,, = 2(1 + cost)e'’.
Démontrer que : « M appartient a (I') équivauta M a
pour affixe z, ».

2, Vérifier que V[t] = — 2%, u étant le vecteur défini
dans la partie A.5.

3. Tracer (') dans le repere (O, E:, E;] déja utilisé dans
la partie A, en tenant compte des résultats obtenus aux
questions A, B et C et en plagant tous les points particu-
liers obtenus ainsi que les tangentes en ces points a (T').

Congo
Session normale de 1998, série C.

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie
flx)=2eF "1 —x2-2x-2,six<-1
{f[.r]—1+sm T, sl —-12x<1.

flx) x+111(12';‘1) si x>1

On désigne pat (6) la courbe représentative d de fdans le
plan rapporté a un repeére orthonormé (O, . 7), I'unité
graphique étant égale a 2 cm. ~

1. Déterminer l'ensemble de définition D, de f.

2. Btudier la continuité et la dérivabilité de fen x = — 1
etx=1.

3. Etudier les variations de £,

4, Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet deux solu-
tions, l'une notée x,; que l'on précisera et l'autre notée o ;
oge |-2;-1[.

5. Démontrer que la parabole (P)
y=—x*-
asymptote.
6. Tracer (%) et (P).

7. Calculer en cm? I'aire du domaine plan limité par la
courbe (%), les droites d'équations y=1,x=1etx=0.
8. On définit l'application g = hoS,), olt h est ’homeo-
thétie de centre O et de rapport 2, S la symétrie ortho-
gonale d'axe la droite (A) d'équation y = x.

(I") désigne la représentation graphique de la restriction
de fa l'intervalle [0 ; 1].

a) Caractériser g.

b} Construire les points J’, A’, I' et B’, images respectives
par g des points J(0 ; 1), A(—;— : 2), I(1;0) et B(1;1).

¢) Tracer (I}, image de (T) par g.

d) En déduire l'aire du domiaine plan limité par (I"), les
droites (J'B’), (OJ’) et (OI).

d'équation
2x — 2 est asymptote a (4). Préciser l'autre

Session normale de 1998, série C.

Ce probléme comporte trois parties A, B et C. Les parties
B et C sont indépendantes. .



Le plan est rapporté a un repere (O, %, v), I'unité gra-

phique étant égale 2 1 cm.

Partie A

On consicére la fonction f définie sur [0 ; + o[ par :
fx)=x—4/x+4.

1.a) Etudier la dérivabilité de f en 0. En déduire une
interprétation géométrique.
b} Etudier les variations de f.
c) Tracer la courbe représentative (€) de f dans le repére
(O, u, v]
On utilisera la feuille de papier millimétré dans le sens
horizontal. On placera I'axe Oy @ 3 cm du bord gauche
de la feuille et I'axe Ox & 3 cm du bas de la feuille.
2. ) Soit g la restriction de fa [4 ; + eo[.
Démontrer que g est une bijection de [4 ; + [ sur [0 ; + oof
et que son application réciproque g~ est définie sur
O;+e[par:gix)=x+4/x + 4.
b) Tracer la courbe représentative (¢’) de g~ ! dans le
méme repére que (€). On note (H) la courbe (6) U (@)
3. Soit (E) la courbe d'équation .

X2+ yt—2xy—8x—8y+16=0

dans le repére (O, E}, ?).
a) Démontrer que pour tous les réels x et y positifs, on a :
xXt+yt-2xy—8x-8y+16=0 & [y—]’(x)][y—g“l[x]] =0.
En déduire que : (H) = (E).
b} Démontrer que si un point M(a ; b) appartlent a (E)
alors le point M'(b ; a) appartient également a (E).
En déduire que la courbe (E) admet un axe de symétrie.
Préciser cet axe.

4. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la
courbe (€), l'axe des abscisses et 'axe des ordonnées.

Partie B

1, Soit m un nombre réel appartenant & l'intervalle - 2 ; 2[.
a) soit les points A, de coordonnées (2 + m ; 0) et B,
de coordonnéses (0 : 2 m).

crire une équation de la droite (D,,) passant par A, etB, .

b) Soit () la droite d'équation : x — y—2m = 0.
Démontrer que le point d'intersection T, des droites
(D) et (A,,) a pour coordonnées (% (2 + m)? ;7}(2 - sz)_

¢) Démontrer que la droite (D_) est tangente a (%) au
point T, .

2.a) Soit H_ le projeté orthogonal de T, sur la droite (5)
d'équation y = — x.

Démontrer que le point H,, a pour coordonnées (m ; —m).
b) Scit F le point de coordonnées (2 ; 2).

Démontrer que le quadrilatére A H B F est un carré
pour tout m appartenant a ]~ 2 ; 2[.

3. Pourm= %, placer le point T, , tracer les droites (D),
(4,,) et le carré A _H B F.

: Partie C

1. Soit M un pomt d'affixe z. =

a) Démontrer que le point H d'affixe _TIZ est le pro-
jeté orthogonal de M sur la droite (3).

b) Démontrer que la distance de M 2 (5) est égale & | z+iz I

2, a) Démontrer que l'ensemble des pomts M d'afflxe z

telle que | %ii = |z — (2 + 2i)] est la courbe (E).

b) Interpréter géométriquement ce résultat.
En déduire la nature de la courbe (E).
En donner deux éléments caractéristiques.

1] cote an
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On considére la fonction f définie sur R par : f{x) = + v

On désigne par (%) la courbe représentative de f dans le
plan muni d'un repére orthonormsé (O, [, J), l'unité gra-
phique étant égale a 4 cm.

= Partie A

1. a} Calculer f’(x) pour tout nombre réel x, puis étudier
le signe de f7(x) suivant les valeurs de x.

En déduire le sens de variation de f.

b) Déterminer les limites de fen + « et — o et dresser le
tableau de variation de f.

2. Démontrer que le point A de coordonnées (0 ;,1) est
un centre de symétrie de (€).

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a () au
point A,

4. Soit ¢ la fonction définie par : ¢(x) =

=]

- % x — fx).
a) Démontrer que : Vx e ]—oo; 0f, ¢(x) >0; '

Vxe ]0;+eof, p(x) <0.
b} En déduire la position de (T) par rapport a ().
¢) Tracer (T) et (€).

s Partie B

‘Pour tout nombre réel non nul m, on considére les fonc-

tions £, définies par: f (x) = f (%)

(6,,) désigne la courbe représentative de f,, dans le
repere (O, L, ).

Soit T,, la transformation du plan dans lui-méme qui &
tout pomt M associe le point M’ tel que :HM’ = mHM,
ou H est le projeté orthogonal de M sur (0]). .

1. a) Déterminer la nature de T_
b) Démontrer que (6,,) est llmage par T, de (€).
c) Tracer (4_,).

2. Soit A un nombre réel. On pose : I M) = I £ (x) dx.

Calculer I (A) et en déduire que I (2) est indépendant de
m.

Partie C

Soit g la fonction définie sur R par : g{x) = x — f(x).

1. a) Etudier le sens de variation de g.
bj Calculer les limites de g en + oo et — oo,

¢)En déduire que I'équation f(x) = x admet une solution

_ uniqu:aUaetq‘ue%<:)L<l

2
2.a) Démontrer que : ¥V x € ] fige ]
b) Calculer f(x).

1 .1 wd
En déduire que : Vxe[‘l 2] I < ST
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¢) En déduire que: Vxe ] If(x) —al *<l lx—al

3. Soit (U,) la suite de nombres réels définie par 1a rela-

tion de récurrence : U, = Z etVne N, U, _,=f10)
a) Démontrerque: Vne N, U e E - 1].
b) Démontrer que: V ne N, [U,_,— "L —al.

c)En déduire que : Vne N, [U, —al < 1)::-1.
4. a) Déterminer la limite de (U_)-

b) Trouver le plus petit entier nzturel p tel que :
U, —ad <107

8 csteaivoire
Session normale de 1998, série E.

Dans tout le probleme. n désigne un entier naturel non
nul. On considére la fonction f, de R vers R définie par:
fl)=x"e"

On note C_ la courbe représentative de f, dans le plan
muni d'un repére orthonormé, l'unité graphique étant

égale a 3 cm.

emsmmm= Partie A

1. Etudier les variations de £, et déterminer sa limite en + e,
Tracer C, en précisant la tangente & l'origine.

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, étudier les
variations de f,,.
Tracer C, dans un autre repére, en précisant la tangen-
te a 1'origine.
3. On note S, la symétrie orthogonale d'axe la droite
d'équation x = n et C’, I'image de C, par S,.
a) M étant le point du plan de coordonnéas (x; g), cal-
culer les coordonnées (x' ; y') de son image M’ par S,
b) Démontrer que C’), est l'ensemble des points M dont
les coordonnées (x; y) vérifient : x < 2net y = f (2n— ).
¢) Tracer C’; dans le méme repére que C,.
Pour x < 2n, on pose : g,(x) = f(2n - x).
d) En interprétant géoméiriquement les intégrales, jus-
tifier I'égalité : r2n n

: . ft) dt = L g, (1) di.
4. Pour tout x élément [0 ; n], on pose :

h, () = In(g,(x)) = In(f, (x)).

a) De 1'étude des variations de h,, déduire le signe de
h,(x).
b} Démontrer que pour tout x appartenant & Iintervalle
[0;nlona:f(x)< gn{x]
¢) Déduire de ce qui précéde l'megallté

Jf(t] dt < f;[t} dt.

meezeery Partie B
Pour tout nombre réel positifx, on pose : F, (x) = J S (o) di.

1. Démontrer que la fonction F,, est croissante sur [0 ; + oo[.
2. A l'aide d'intégrations par parties :
a) Calculer F,(x).

b) Démontrer que, pour tout nombre réel positif x et
pour tout entier n supérieur ou égala 1,on a:

F. . x) =+ DF,®-£, &
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3) En déduire & 'aide d'un raisonnement par récurrence,
que pour tout nombre réel positif x et pour tout entier r
supérieur ou égal a 1 :

F,(x) = n'[ —e*(1+x ';12+ +J—§|~)]

4.a) Démontrer que : lim  F,(x) =
X =+ oo

b) Démontrer que pour tout nombre réel positif ou nul
x,ona:F (x)<n!

Partie C
1. Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal
2n
ft)dtsnl.
n

2. Déduire des résultats des parties A et B que, pour
tout entier n supérieur ou égala 1,ona:

dalona:F (n)+

1
0<F, n)<“';
1 ne n? n n
2e 1+1,+2, +n!$e

Session normale de 1998, séries C et E.

Le probléme a pour objet I'étude d’une suite de fonc-
tions, d’une suite d’intégrales, puis la recherche d’'une
valeur approchée d’une équation du type : f(x) = k.

Partie A

On note £, la fonction numérique de la variablelzléflle
définie sur - e« ;=2[ U]-2; + [ par: f;t[x] x+2]"’
pour n entier naturel non nul.

{¢6,) désigne la courbe représentative de f,, dans le plan
muni d’un repere orthonormal (O, i, f) I'unité gra-
phique étant égale & 2 cm.

1. a) Etudier les limites de £, en — e et en + o,

{Pour la limife en + o, on posera : X =x + 2).

b) Etudier suivant la parité de n, la limite de f, en — 2.
2.a) Calculer f(x), puis étudier son signe suivant la

parité de n.

b) Dresser le tableau de variation de )

3. Démontrer que toutes les courbes (€,) passent par L}n
point fixe A.

Déterminer une équation de la tangente (T,) 4 (6,) en A,

Lu

ik
et g et

4. a) Calculer lim
ce résultat. *777
b) Démontrer que pour tout entier n non nul, et pour
tout nombre réel x différent de— 2, ona:

fix) = f.(x) = nf, , (x).
¢J En déduire les positions relatives des courbes (€,) et (€,).
Représenter graphiquement (6,) et (6,).

1 Partie B .

Soit la suite (u,) définie par: u, = J- /. [x) dx, pour tout
entier naturel n non nul. %

1. Démontrer que la suite (u,) est décroissante et que
pour tout n non nul, on a: (u,) 2 0.

Que peut-on en déduire ?

, puis interpréter graphiquement




2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur

1_2—n+1 1__,2—n+!
T B
En déduire la limite de la suite ().

3.a) En utilisant une intégration par parties, démontrer
que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2 ona:

= - &
nuw, ,=l+u, o

ouégal a2, 0na:

b} Retrouver ce résultat en utilisant la relation de la
question 4. b) de la partie A.
0 n 81 +x

¢) En déduire que : ngl{_m i (.:_+_2]—n+1dx =)

Partie C

On considere la fonction g définie sur [0 ; + e[ par :
glx) = filx - 1). On note (I') sa courbe représentative
dans le repere (O, T, 7).

1. Construire la courbe (I) & partir de la courbe (%8,).
Justifier la construction.

2. On note ¢ la fonction définie sur [0 ; + o[ par:

¢lx) =1+ 1In(1 + x).
a) Démontrer que I'équation @(x) = x admet une solu-
tion unique o dans I'intervalle I = [2 ; 3].
b) Démontrer que pour x positif, ’équation ¢lx) = x est
équivalente a ’équation g(x) = e.
c¢) Démontrer que pour tout x de I, |¢'(x)] <1 3

3. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par :
) v,=2 et v, =9v,)

a) Démontrer que la suite (v,) est croissante et majorée

par a. Conclure.

b) Démontrer que : o) c L

c¢] Démontrer par récurrence, que pour tout entier natu-

rel n, v, appartient a I'intervalle L

4. a) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a :
| -als%lvn-—al,puisque:a vnn_l[oc v,)-

b) En déduire que, pour tout entier naturel n, o — o, < -;-
et que la suite (v,) converge vers o.

c¢) Déterminer un entier naturel p pour lequel v, est une
valeur approchée de o & 10~ 2 prés.

Calculer cette valeur approchée.

Session normale de 1998, séries SE, MTI, MTGC.

n+1

On désigne par R = (O, 7, j) un repére orthonormal du
plan et a, b, ¢ trois nombres réels.

Les fonctions f, f,, f, et f sont respectivement définies
sur I'ensemble R des nombres réels par :

) =¢2, f)=xe7, fx)
et flx) =

On désignera par (6,), (€,) et (%€,) les courbes représen-
tatives de f,, f] et f, dans le repére R.

Partie A

On se propose de représenter (€,), (6,) et (€,).
1. Etudier les variations des fonctions For ko1,

X
=_‘rze 2

X
(@ + bx +cx? e 2.

2. Préciser par leurs coordonnées dans le repeére R, les
points d'intersection de (6;) et (€,), (6,) et (6,), (6,) et (€,).

3. Etudier dans l'ensemble R des nombres réels, le signe
de chacune des expressions :

Six) = folx), folx) = flx) et flx) - £(x).

4. Tracer (4,), (€,) et (4,) dans le repére R et hachurer le
domaine fermé (E) déterminé par les trois courbes (%)), (€,)
et (6,), c'est-a-dire I'ensemble (E) des points M du plan,
dont les coordonnées (x ; y) dans le repére R vérifient :

{—15.1:50 {Ds,til
fx) £y < flx) fila) £y < fi(x)

Partie B

On se propose de calculer l'aire de (E).
1. Soit n, un entier naturel quelconque. Démontrer qu'en

posant I (x) = Lt“

qui a I'ensemble R des nombres réels pour ensemble de
définition.

L
e 2 dt, on définit une fonction I,

2. Soit n un entier naturel et x un nombre réel quel-
conque.

Démontrer que : I, ,(x) = —2x** 1 e"ﬁ' +2(n+1) I (x).

3. Soit x un nombre réel quelconque.

a) Calculer I (x) en fonction de x.

b) En déduire les expressions de I,(x) et I,(x) en fonc-
tion de x.

4. Calculer I'aire de (E).

Partie C

On se propose de calculer la dérivée d'ordre n de f.
On désigne par f19 (ou f), /% (ou £7), f@ (ou £, f@ (ou

f7”), etc. les dérivées successives de la fonction £

1. Démontrer par récurrence, que pour tout entier naturel
n, on peut trouver trois nombres réels o, B, et v, véri-
fiant pour tout nombre réel x :

fP(x) = (o, + Bx + 7,49 6T,

On trouvera o, = a, B, = b et y, = ¢ et pour chaque entier
naturel n, le raisonnement par récurrence montrera que
O, o g0 Bryq Y, ., vérifient :

Gprr=Ba= i Brys =20, -1 B, et 1., =~ 17,
2 wWhint n 2 Fn n+ 7 in

2. Pour chagque entier naturel », on pose :

p,=B,+4ny, et o =0, +2nf, +4n(r+ 1)y,

Démontrer que (Y,), (B’,) et (¢o’,) sont des suites géomé-

triques de raison — 3

3. En déduire pour c]iaque entier naturel n, 'expression
de o, B, et v, en fonction de n, a, b et c.

auritanie

Session complémentaire de 1998, série C.

Le probléme est composé de l'étude d'une suite de fonc-
tions dépendant d’un paramétre, puis de la recherche
d’'une valeur approchée d'une solution d'une équation

du type : fix) = x.
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Partie A

Pour tout entier n strictement positif, on note £, la fonction
numérique de la variable reelle deﬁnie sur R\{1] par:

1) = ey
On note (€) la courbe représentative de f, dans le plan
rapporté a un repére orthonormé (unité graphique : 2 cm).
1. Déterminer la fonction dérivée f’, de f, et donmer
I'expression de /7, en fonction de f, etde £, , ;
2. Etudier les variations de /,, et ses limites éventuelles
en —oo, — 1 &t + oo,
{On distinguera Ies cas ol n est pair et n est impair.)

3. Démontrer que toutes les courbes (€,) passent par un

méme point.

4. Déterminer la limite defﬂir—] lorsque x tend vers +es.
Que peut-on en déduire pour les courbes (€,) 7

Tracer sur deux figures distinctes les courbes (€,) et (€,)-

= Partie B

Pour tout entier n strictement positif, on note :
I = L f(x) dx.

1. Démontrer que la suite (I), . . est décroissante et
~ qu'elle converge.

2, Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur
ouégalaz, ona:

gk 8 i li=gs)

En déduire la limite de la suite (1), _ p--

3. Démontrer en utilisant la relation de la question A.1.,
une relation entre I, et I, ,.

4. Démontrer que : lim nl  , =1

n—r+ o
En déduire que la suite (n 1), _ - converge et détermi-
ner sa limite.

Partie C

Dans cette partie, n = 2.

1. Démontrer que I'éciuation £,(x) = x admet une solution

unique o dans l'intervalle [% ;1

Le but de cette partie est de déterminer une valeur

approchée de o.

2. Etudier les variations de f, dans [—21- : 1] et en déduire
ue pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle

fl ; 1], ona:—0,25<f(x)<0.

3. Soit (u,),, . y la suite définie par :

u,=1
{ pourtoutndeN,u,  , =f(u)

a} Démontrer que pour tout entier naturel n, u,, est élé-
ment de |+ ; 1']‘.

b} Démontrer, en utilisant la question C.2., que pour

tout entier naturel n.: |u, , , — o S%lun —a.

c¢) En déduire que pour tout entier naturel n,

e, — o S% G}')n et que la suite (i), _  converge ve;'s o.
d) Pour quelles valeurs de n, u, est-elle une valeur
approchée de o & 1073 prés ?

(On donne :Ew 1,65;In2=0,69;In5=1,6.)
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szxmmm Partie A

Soit @ Iz fonction numérique définie par :

D(x , 8ix > 0

{ (x) = (ln o
®(0) =

1. Démonirer que @ est une fonction continue sur son

ensemble de défnition.

2. g) Etudier la dérivabilité de ® en O.

b] Dresser le tableau de variation de la fonction @.

3. @) Etudier le comportement asymptotique de ® pour
les grandes valeurs de x.

b] Préciser la tangente (T) a la courbe (C) représentative
de @ au point d'abscisse e.

¢) Tracer (C) et (T) dans un repére orthonormé dunité
1 cm.

4. Démontrer que I'équation ®(x) = e admet exactement
deux solutions dans l'intervalle 11 ; + <[ et que l'une de
ces solutions est comprise entre e et e

Partie B

Dans cette partie, on considére la fonction f définie par
fills+e[ =R
de
e Int
Le but de cette partie est de représenter graphiquement
cette fonction sans connaltre I'expression explicite de
Jlx).
1. a) Justifier I'existence de f.
b) Démontrer que f est croissante sur ]1 ; + <o[.

X

2. a) Etablir que pour tout nombre réel ¢ appartenant a
N;+ef,ona:Int<it—-1.

b) En déduire une minoration de f(x) lorsque x > e.
Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers + .

¢) De facon analogue, calculer la limite de f(x) lorsque
x tend vers 1 par valeurs supérieu_res.

3. a) Soient a et b deux nombres réels tels que: e < a < b.

b
; .b-a df b—a
Etﬂbll'[' que : —E = J-a m = m.

b) Soit x un nombre réel strictement supérieur a e.

Yef<iar T

Démontrer que: Vue [e;x T e

? ln
¢) Résoudre l'inéquation @(x) < x.
Justifier que l'on peut choisir u = ®(x), lorsque x > e*.

Etablir alors que :
Vas>eb1— d’ £ < (lnx)f[xl<

P(x)] 1
+[1 _(_llng)ft]'

Inx _.
d) Démontrer que : 1111’1“» lnd)( = 1;

- = .12 _I o
en déduire que : };.lI_}Il+ . ( = ) fx)
e) Vérifier que : Vax>ef, flx) =

avec lim glx) =
X340

2 1+ e,



f)En déduire le comportement asymptotique de la fonc-
tion florsque x tend vers + oo,

4. a} On cherche a obtenir une valeur approchée de f (2).
Soith: ¢ — at + b la fonction telle que :

h(e) = 1 ot h(2) = -1%
Calculer les nombres réels a et b et donner deux valeurs

approchées de ces nombres & 10~ 2 prés, .
On utilisera ces valeurs approchées pour la question 4. b).

b) On prend alors : f(2) = rh[t) dt. Calculer cette valeur.

5. a) Donner le tableau de variation de f
b) Construire la courbe représentative de la fonction f.

23 Tchad

Session normale de 1998, séries C et E.

On considere I'application f'de ]- 1 ; + oo dans R défi-

nie par :
E { fx) =——1n{1x+ x), six#0
fo) =

On note (€) la courbe representatwe de dans le plan
rapporté 2 un repére orthonormé (O, 7, j

sx=mmsm  Partie A

1. Emdier la continuité de fsur - 1 ; + o[,

2. Etudier la dérivabilité de fsur I- 1 ; + =<[.

Expliciter la fonction dérivée f.

3.0nnote g 1‘app]ication de -1 ; + oo dans R définie
par : glx) = ———In(1 + x).

+ x
a) Etudier les variations de g et le signe de g(x).

{On ne demande pas I'étude de la limite de gen—1.)
b) En déduire les variations de f.

4. Etudier les limites de f aux bornes de l'intervalle
=15+

o
5. Construire la courbe (%). Préciser les asymptotes et la
position de (%) par rapport  l'axe des abscisses.

6. Déterminer une équation de la tangente & (6) au
point d'abscisse 0 et étudier la position de (€) par rap-
port & cette tangente. (On étudiera les variations de
I'application h de - 1 ; + «[ dans R définie par :

hix) = x’"(-lé +f ’(x}), puis le signe de h{x)).

==z Partie B

1. Démontrer qu'il existe un unique nombre réel o de
l'intervalle ]0 ; 1{ tel que : f(a) =
{On ne demande pas de calculer o).

2. On considére la suite (u,) définie par :
1
U =3 et pourtoutne N,u, , =f(u,).
a)Démontrerque: Vne N,0<u, <1,
b) Démontrer que : Vne N, I, , , —od < Hu, —ol.
(On remarquera que — fo) et on utilise-

n+1
i+l u_f[un
ra le résultat : -5 Sf x)<0.)

¢) En déduire que la suite (u,) converge vers o.

te d’lvoire
Session normale de 1998, série C.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J}, I'uni-
té graphique étant égale & 1 cm.

msmm== Partie A

On con51dere dans C l'equatlon .
—(6+ 1Jﬁ]zr.2 + (11 + 41\r3]z -6 - SiJ_ =0,

1. Résoudre cette équation en sachant qu'elle a deux

solutions réelles.

2. On désigne par A, B, G, E et G les points d'affixes res-

pectives 3, 2 +13, —1, 7 et 11 +4i/3,

a) Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.

b) Démontrer que les points B, C et G sont alignés.

c) Placer les points A, B, C,E et G.

3. Calculer l'affixe du point F de l'axe des abscisse tel
que le triangle EFG soit équilatéral.

BEEE Partie B

On désigne par Q' le centre de gravité du triangle IAB.
1. On veut déterminer une homothétie h qui transforme
le triangle IAB en EFG.

a) Démontrer que l'image par h de [IA] est [EF].

b) Justifier que la seule homothétie h qui transforme
IAB en EFG est telle que :

h(I) =E, h(A)=F et h(B) =
¢) Caractériser h.
2. Soit r la rotation de centre O et d'angle %" et fla
similitude directe telle que : f = her
a) Donner le rapport et l'angle de f.
b) Démontrer que f transforme le triangle IAB en EFG.

3. Soit g une similitude directe qui transforme le tri-
angle IAB en EFG.

a) Démontrer que h~log est une rotation qui laisse le
triangle IAB globalement invariant (c’est-a-dire que le
triangle IAB a pour image Iui-méme).

b) Caractériser les trois rotations qui laissent globale-
ment invariant le triangle IAB.

c¢) En déduire que les similitudes directes qui transfor-
ment IAB en EFG sont h, f et une troisidme f' que l'on
déterminera a l'aide de h et r.

dj Déterminer le rapport et l'angle de f'.

4, Soit Q le centre de la similitude f. On désigne par K
le milieu du segment [IA].

a) Déterminer l'image K' de K par f.

b) Démontrer que Q, A, G et F sont cocycliques.

c) Démontrer que Q, F, K et K' sont cocycliques.

d} Construire Q.

© 5, Déterminer l'application complexe associée a f'.

6. Calculer l'affixe du centre Q' de f',
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des notions abordeées

A D

affinité du plan - 97 décomposition d'une isométrie - 86

affixe (d’un point, d’'un vecteur) - 56 décomposition d’'une rotation - 82

aires (calculs) - 309 décomposition d’une translation - 82
algorithme d’Euclide - 20 déplacement - 88

anneau - 8 demi-tour - 136

antidéplacement - 88 dérivation - 214

antisymétrique (relation) - 6 dérivées successives - 218

application affine - 92 Desargues (théoréme de) - 53 .
application linéaire-- 94 détermination d'une application affine - 94
application vectorielle - 93 détermination d’une isométrie - 89

arc (longueur d’) - 312 déterminations d’une similitude directe - 111
archimédien - 9 direction asymptotique - 201

arctangente (fonction) - 216 d}recmces - 158

argument d’un nombre complexe - 62 distance focale - 152

associativité d'une loi - 6 diviseur d’un entier - 12

asymptote - 199 division euclidienne - 9

axes d'une conique - 158 E

axe imaginaire - 56

axe réel ~56 écart type - 186 'y )
‘ : écriture complexe d’une similitude directe - 106
@ . écriture complexe de transformations - 71

éléments caract. d’'une similitude directe - 106

barycentre - 34

barycentre partiel - 36
Bézout (théordme de) - 21
bifocale {définition) - 161
binaire (systéme) - 11
binéme de Newton - 172
Bombelli - 61

bonhomme d’Ampére - 44
branche infinie - 199
branche parabolique - 201

Calcul approché dune intégrale - 306
Cardan - 61

cas favorables - 180

cas possibles - 180

cercle principal - 158

cercle secondaire - 158

chainette - 264

classification des isométries du plan - 86
coefficients binomiaux - 173
coefficient de colinéarité - 92
combinaison - 172

comumutativité (d’une loi) - 6
composition d’isométries - 82

composition de similitudes directes - 107

concave (fonction) - 219

congruence - 14

conique - 149

coniques a centre - 151

conjugué d’un nombre complexe - 59
continuité - 203

convexe (fonction) - 219

corde d’une ellipse - 162

corps - §7 .

cosinus hyperbolique - 264

courbe de Gauss - 261

courbe intégrale - 322

croissance comparée de fonctions - 267
croissance comparée de suites - 282
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éléments symétriques - 8

ellipse - 149

entiers comparables - 6

épreuve - 176

épreuve de Bernoulli - 181
équation caractéristique - 327
équation différentielle - 322
équation différentielle linéaire - 324
équation réduite d'une conique - 150
équiprobabilité - 180

espérance mathématique - 185
événement - 176

événement certain - 176
événement contraire - 176
événement élémentaire - 176
événement impossible - 176
événements incompatibles - 176
événements indépendants - 178
éventualité - 176

excentricité d’une conique - 158
éxpérience aléatoire - 176
exponentielle (fonction) - 256

exponentielle de base a (fonction) - 262
expression analytique d’une application affine - 97

extérieur d'une conique - 149

F

facteur d’amortissement - 331
fonction de répartition - 185
fonction racine n-ieme - 207

forme algébrique - 56

forme exponentielle - 65

forme trigonométrique - 63

forme réduite d'une similitude - 106
formules d’Euler - 66

formule de Moivre - 65

foyers d’une conique - 158

G

Gauss (théoréme de) - 21



gendarmes (théoreme des) - 195 PPCM de deux entiers - 17

globalement invariant - 226 - plus petit élément - 6
groupe - § point d’inflexion - 219
groupe affine du plan - 93 _ point image - 56
E,—,E ‘ point invariant par une application affine - 95
hexadécimal (systéme) - 11 peLmitve - Zd4
homothétie vgc{orielle] - 93 primitives usuelles - 302
hyperbole - 149 principe additif - 174
hyperbole équilatére - 163 : principe multiplicatif - 174

_ probabilité - 1774
E ' produit vectoriel - 45
image d’une droite par une application affine - 95 projections de I'espace - 124
image d’un plan par une application affine - 96 propriété caractéristique

imaginaire pur - 56
inégalité de la moyenne - 300
inégalité des accroissements finis - 217

. d’une similitude directe - 108
pseudo-périodique (mouvement) - 331

inertie (centre d’) - 313 Ptqlémée [théorérpe de) - 116
intégrale (d’une fonction) - 296 puissances (’fDIlEtIOHS] - 265
intégration par parties - 302 puissance d’exposant rationnel - 207
intérieur d'une conique - 149 R
¢ : racine n-ieme - 66
jardinier (méthode du) - 161 rectangle d'or - 117
%{ récurrence (raisonnement par) - 7
El_eip [éroupel d?l) - W ?{eei?;gndn’oir‘zlie -6
Onig {formule de) - 186 _ relation réflexive - 6
EE relation symétrique - 14
Leibnitz (formule de) - 230 relation transitive - 6 )
ligne de niveau - 39 représentation paramétrique d'une conique - 159
limites d'une fonction - 194 résoudre une équation différentielle - 322
limite d'une suite - 280 rotation vectorielle - 93
logarithme décimal - 247
logarithme népérien - 240 S

lo1 hinomiale - 186

loi de compesition interne - 6 schéma de Bernoulli - 181

: o ' sommets d'une conique - 158
loi de probabilité - 184 spirale d’Ulam - 25
M : suite arithmétique - 278
méthode de Newton - 289 suites adjacentes - 294
méthode du point fixe - 288 suite bornée - 276
méthode du point médian - 306 suite convergente - 280
méthode des rectangles - 306 suite divergente - 280
méthode des tI'B.péZBS' - 306 suite de Fibonacci - 293

module d’un nombre complexe - 60

: - ite eomatriane - 27
multiple d’un entier - 12 SULLoBCony Frlgpe e 18

suite logarithme - 282

N suite monotone - 277
neutre (élément) - 6 ' suite numerique - 276
nombres amiables - 32 suite pulssance - 262
nombres complexes - 56 suite stationnaire - 277
nombres de Fermat - 32 surface de niveau - 39
nombres de Mersenne - 32 symeétrie glissée - 83
nombres parfaits - 32

nombres premiers - 24 : ?

nombres premiers entre eux - 21
nombre transcendant - 242
numération - 10

tableau de composition - 91
transformation affine du plan - 92

@ triangle de Pascal - 172
orientation de I'espace - 44 M

oscillateur mécanique libre - 322 univers - 176

oscillateur mécanique amorti - 330 univers image - 184

parabole - 149 valeurs intermédiaires (théoréme des) - 205

parametre d'une parabole - 150 i e d'ufie fanction -
o pillgmn ; _ yenne d'ung fonction - 300
partie imaginaire d'un nombre complexe - 56 M b s Slleye

partie réelle d'un nombre complexe - 56 3
petit théoréme de Fermat - 27 : VAEIACE ~ 166

plan complexe - 56 : _ vecteur image - 56.
Jan médiateur - 733 vitesse moyenne - 301
EGCD de deux entiers - 18 volumes (calculs de) - 310
plus grand élément - 9 9 Von Aubel (théordme de) - 103
o
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